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Вступ. Останнім часом питання оптимізації технології буріння 

криволінійних нафтових та газових свердловин стають особливо 
актуальними [1-4]. Поставимо задачу про визначення статичних 
внутрішніх і зовнішніх сил, що виникають у криволінійній бурильній 
колоні (БК) на різних етапах її функціонування. Оскільки у вихідному 
стані колона має прямолінійну форму, а в кінцевому стані обрис її 
пружної лінії здобуває форму істотно нелінійної кривої, для опису її 
напружено-деформованого стану будемо застосовувати теорію гнучких 
криволінійних стрижнів. При цьому будемо вважати, що завдяки малості 
діаметра труби колони в порівнянні з радіусом кривизни її осьової лінії, її 
матеріал працює в пружній стадії. Тому при постановці задачі згинання 
бурильних колон справедливе лінійне формулювання закону Гука. 

Основи теорії гнучких криволінійних стрижнів представлені в роботах 
[5-7]. Методика дослідження нелінійного згинання БК, що викладається 
нижче, базується на основних співвідношеннях робіт [5, 8, 9], пов'язаних 
із застосуванням системи направляючих косинусів для опису кінематики 
згинання. Незважаючи на надмірність цієї системи, вона виявляється 
дуже зручною при постановці граничних умов та рішенні прямих і 
зворотніх задач механіки стрижнів. 
Постановка задачі. Для опису згинання криволінійного стрижня 

використовуємо нерухому систему координат Oxyz  з ортами ,,, kji
rrr

 вісь 

Oz якої спрямована вертикально вниз, і координату s, вимірювану 
довжиною осьової лінії між початковою і поточною точками. Введемо 
також природний тригранник Френе пружної лінії стрижня з одиничними 

векторами головної нормалі n
r

, бінормалі b
r

 і дотичної τr , а також 

рухому систему осей (u, v, w), осі u, v якої збігаються з головними 
центральними осями інерції площі поперечного перерізу, а вісь w 
спрямована вздовж орта τr . 
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Випишемо основні співвідношення механіки гнучких стрижнів [5,8,9]. 

Рівняння рівноваги зовнішніх і внутрішніх сил ),( Ff
rr

, а також моментів 

( m
r

, M
r

), прикладених до елемента стрижня, мають вигляд 

            ,
~

fF
ds

Fd rrr
r

−×−= χω     mFM
ds

Md rrrrr
r

−×−×−= τωχ

~
.                (1) 

Тут χωr  – вектор Дарбу, обумовлений рівністю 

.
11 τχωχ

rrr







 ++=
ds

d

T
b

R
 

Величини R і T, які входять в дану формулу, являють собою 
відповідно радіуси кривини і кручення, χ  – кут між ортом n

r
 і віссю u. 

Відзначимо, що в теорії пружних стрижнів звичайно не враховується 
вплив розподілених моментів m

r
. Тому далі будемо вважати m

r
 = 0. 

Позначимо проекції векторів F
r

 і M
r

 на осі u, v, w відповідно 
,,, wvu FFF .,, wvu MMM Тут vu FF , – перерізаючі сили; wF  - повздовжня 

сила; −vu MM ,  згинальні моменти; −wM  крутний момент. Проекції 

вектора f
r

 на відповідні осі рівні .,, wvu fff  Вони визначаються силами 

ваги, силами контактної взаємодії і силами тертя між трубою БК і 
стінкою свердловини. 

З огляду на те, що осі (u,v,w) є головними осями вигину і крутіння 

елемента стрижня, проекції 
wvu MMM ,,  моменту M

r
на ці осі виразимо у 

формі закону Гука 

Mu = A (p-po),    Mv = B (q-qo),    Mw = C (r-ro)                    (2) 

A =E Iu,    B = E Iv,    C = G Iw. 

Тут p, q, r – функції кривизни і кручення стрижня в деформованому 
стані; po, qo , ro – ці ж функції у вихідному недеформованому стані; A, B, C 
– жорсткості при вигинанні і крученні; E, G – модуль пружності і модуль 
зсуву матеріалу стрижня; Iu, Iv – моменти інерції поперечного перерізу 
стрижня; Iw – полярний момент інерції. 

Після відповідних проектувань на осі u, v, w рівняння (1) приводяться 
до трьох скалярних рівнянь силової групи 

dFu/ds = rFv – qFw – fu, 

dFv/ds = pFw – rFu –fv,                                          (3) 
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dFw/ds = qFu – pFv–fw 

і трьох рівнянь моментної групи 

 A dp/ds =A dpo/ds  - C q r +B q r + vF , 

B dq/ds =B dqo/ds  - A r p + C r p - ,uF                           (4) 

C dr/ds =C dro/ds  - B p q + A p q. 

До цих рівнянь додаються рівності, що визначають компоненти 
направляючих косинусів [2]. 

Будемо вважати, що просторовий обрис осьової лінії пробуреної 
криволінійної свердловини відомий і він визначається радіусом-вектором 

)(srr
rr

= чи скалярними рівностями 

         x = x (s),       y = y (s),       z = z (s).                               (5) 

Тоді можна підрахувати радіуси кривини R і кручення T за 
формулами: 

,)()()(
1 2''2''2'' zyx
R

++=     
'''''''''

''''''

'''

21

zyx

zyx

zyx

R
T

= .              (6) 

Тут штрихом позначене диференціювання по s. За допомогою (5), (6) 
можна знайти вектори 

dsrd /
rr

=τ  ,   22 / dsrdRn
rr

= ,   nb
rrr

×= τ .                      (7) 

Оскільки бурильна колона являє собою трубчасту конструкцію, 
зручно так вибрати орієнтацію осей u, v, w, щоб виконувалася умова 

0=χ . У цьому випадку параметри  p,  q,  r  знаходяться за формулами 

p = 0 ,   q = 1 / R ,   r = 1 / T.                                 (8) 

Після підрахунку величин (6) – (8) можна приступати до обчислення 
внутрішніх і зовнішніх сил, що діють на бурильну колону. Розглянемо 
випадок, коли колона не обертається і ,0,0 == oo rp r = 0. Тоді за 

допомогою перших двох  рівнянь системи (4) знаходимо 

dsdqBFu /−= + dsdqB o /  ,   0=vF                            (9) 

Для визначення чотирьох невідомих функцій wvuw fffF ,,, , що  

залишилися, будемо використовувати три рівняння (3) і додаткову умову 
фрикційної взаємодії труби колони і стінок свердловини. При цьому 
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будемо вважати, що зовнішні сили wvu fff ,,  складаються із сил 

гравітації гр
w

гр
v

гр
u fff ,,  , сил нормальної взаємодії н

v
н

u ff ,  і сил тертя 
тр

wf , тобто ,нu
гр

uu fff +=    ,нv
гр

vv fff +=    .тр
w

гр
ww fff +=  

Компоненти гр
w

гр
v

гр
u fff ,,  знаходяться шляхом проектування вектора 

інтенсивності сил ваги γ=грf
r

g k
r

 на осі  u ,v ,w 

γ=гр

u
f  g ,zn    γ=гр

v
f g zb  ,  γ=гр

w
f g zτ  . 

Тут γ - погонна щільність труби, g – прискорення вільного падіння. 
Тоді з рівнянь (3) знаходимо 

,// 2222
zо

н
uw ngdsqdВdsqdВfqF γ−−=+ z

н
v bgf γ−=  

zо
тр

ww gdsdqqBdsdqqBfdsdF τγ−−=+ /// .                             (10) 

До цих рівнянь додаємо умову фрикційної взаємодії між колоною і 
стінкою свердловини. У загальному випадку, у стані рівноваги труби 
усередині каналу свердловини ця задача є статично невизначуваною і має 
безліч рішень. Тому будемо розглядати критичні випадки граничної 
рівноваги, коли колона починає рухатися вниз під дією сил ваги або 
починає підніматися під дією вертикальної сили на верхньому кінці. Тоді 

розподілена сила тертя тр
wf  в кожній точці контакту визначається 

повною силою нормального тиску 22 )()( н
v

н
u ff + і коефіцієнтом тертя 

λ : 

                                 ⋅±= λтр
wf

22 )()( н
v

н
u ff +  .                              (11) 

Тут знак плюс відповідає підйому бурильної колони, а знак мінус – її 
опусканню. 

Система чотирьох рівнянь (10), (11) може бути використана для 

знаходження чотирьох невідомих .,,, тр
w

н
v

н
uw fffF  Вона є нелінійною і 

відноситься до системи гібридного типу, оскільки включає алгебраїчні 
рівняння і звичайне диференціальне рівняння. Її рішення може бути 
знайдено чисельними методами. 

Задача ідентифікації сил, що діють на криволінійну бурильну колону, 
істотно спрощується, якщо її осьова лінія є плоскою кривою, що лежить у 
площині Oxz. Тоді  

 



56                     ISSN 0132-1471. Опір матеріалів і теорія споруд. 2006. №78 

0,0 == тр
v

н
v ff , z

o
wwo

тр
w ng

ds

qd
B

ds

qd
BFqFqf γλ −+−−=

2

2

2

2

m   (12) 

 
і система (10), (11) зводиться до одного звичайного диференціального 
рівняння першого порядку відносно шуканої функції wF  

.

2

2

2

2

z
o

o

z
o

wwo
w

g
ds

dq
qB

ds

dq
qB

ng
ds

qd
B

ds

qd
BFqFq

ds

dF

τγ

γλ

−−+

+−+−−= m

           (13) 

Наявність операції обчислення модуля від доданків у правій частині 
цього рівняння робить його нелінійним. На ділянках зміни s, що 
відповідають знакосталим значенням виразу всередині знаку модуля, 
воно є лінійним і для конкретних функцій q, zn , zτ  може бути отримане 

його рішення в замкнутій формі. Потім за допомогою методу 
припасовування можна побудувати і його часткове рішення при заданих 
граничних умовах. Однак такий підхід є досить трудомістким. У зв'язку з 
цим будемо інтегрувати рівняння (12) методом Рунге – Кутта. 
Властивості сил опору, що діють на криволінійну бурильну 

колону. Вирази для сил у рівняннях (12), (13) дозволяють встановити 
найбільш важливі фактори, що впливають на формування сил опору при 
підйомі і опусканні бурильної колони. 

1. Оскільки напрямок сил тертя тр
wf  має різну орієнтацію при 

опусканні і підйомі бурильної колони, вони по-різному взаємодіють із 
силами ваги. Так, на ділянці збільшення глибини БК сили тертя 
складаються із силами ваги при підйомі БК і віднімаються при опусканні. 
Тому підйом бурильної колони пов’язаний з прикладанням більшої сили 
на її верхньому кінці, ніж спуск. 

2. Сили тертя залежать від згинної жорсткості В труби бурильної 
колони. Зі збільшенням В ці сили ростуть. Вони збільшуються також у 
місцях швидкої зміни жорсткості В. Ці ефекти виникають у місцях 
різьбових з’єднань труб бурильної колони і у місцях з'єднань труб різних 
діаметрів. 

3. Сили тертя залежать від початкового прогину oq  бурильної колони 

і зі збільшенням oq  вони ростуть. 

4. Сили тертя різко зростають у місцях швидкої зміни початкового 

прогину ( 22 / dsqd o  ). 
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5. Сили тертя зростають у місцях зменшення радіуса кривини 
свердловини і у місцях швидкої зміни її кривини (у точках зламу її 
траєкторії ). 

6. Сили тертя зростають за рахунок крайових ефектів виникнення 
згинаючого моменту і пари перерізуючих сил на кінці бурильної колони. 
Значення цих сил (і сил тертя ) швидко зростають зі збільшенням згинної 
жорсткості В труби бурильної колони при наближенні її діаметра до 
діаметра свердловини. При збільшенні діаметра свердловини відносно 
діаметра бурильної колони і при зменшенні В ці сили падають. 

7. Сили тертя збільшуються на ділянках траєкторії свердловини, що 
наближаються до горизонтального (при 1→zn ). 

Перераховані фактори повинні бути враховані при проектуванні 
траєкторії свердловини. 
Розрахунок бурильної колони кругового обрису. Розглянемо 

найпростіший випадок, коли осьова лінія свердловини  являє собою дугу 
кола радіуса R  (рис.1). 

Її рівняння мають вид [5] 

),cos1(
R

s
Rx −=       0=y ,      

R

s
Rz sin= .  

За допомогою формул (6) – (8) знаходимо 

,sin
R

s
x =τ      

R

s
z cos=τ ,     

R

s
nx cos= , 

,sin
R

s
nz −=       ,0=p          ,

1

R
q =        .0=r              (14) 

З урахуванням цих рівностей система рівнянь (10), (11) приводиться 
до виду 

R

s
g

R

s
gF

Rds

dF
w

w cossin
1 γγλ −+−= m , 

R

s
gF

R
f w
н

u sin
1 γ+−= ,  

R

s
gF

R
f w
тр

w sin
1 γλ +−±= .         (15) 

При її чисельному рішенні з початковою умовою 0,)0( ww FF =  

спочатку методом Рунге – Кутта інтегрується перше рівняння і 
знаходиться функція )(sFw  (0≤ s≤  S), потім за допомогою другої і 

третьої рівностей обчислюються функції н
uf  та тр

wf . 
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Рис.1. Розрахункова схема криволінійної бурильної колони 
 

Розрахунки виконувалися при наступних значеннях визначальних 

величин: R = 3000м; g = 9,81м/ 2c ; γ =π ( 2
2

2
1 dd − ) 4/ρ ; 1683,01 =d м; 

1483,02 =d м; 8,7=ρ кг/м3; 1,0=λ ; 0,15; S =π R/2. 

Сила ваги G усієї бурильної колони при обраних значеннях параметрів 
складає G = 1793,2 Н. 

На рис. 2 показані графіки зміни внутрішньої повздовжньої сили 
)(sFw  в області Ss ≤≤0 . Криві 1, 2, 3, 4, що виходять зі значень 

GGGGFw 6,0;7,0;8,0;9,0)0( =  на осі ординат, розташовуються 

парами. Тонкі криві кожної з цих пар відповідають значенню коефіцієнта 
тертя 15,0=λ , а товсті – значенню 1,0=λ . 

По знайдених значеннях )(sFw  за допомогою другої рівності системи 

(15) підраховувалися функції н
uf  нормального тиску стінки свердловини 

на трубу бурильної колони. Оскільки в зонах їх максимальних значень 

досягаються найбільші значення сил тертя тр
wf  й у першу чергу 

реалізуються негативні ефекти, пов'язані з прихватом труби н
uf (s), 

визначення цих зон є важливою задачею. Її рішення може бути 
використане для розробки заходів щодо оптимізації процесу буріння. 
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Рис.2. Графіки зміни внутрішньої розтягуючої повздовжньої сили wF  в залежності від 

координати s:                      λ= 0,1;                        λ= 0,15. 
 

Графіки функцій н
uf (s) для розглянутої моделі показані на рис. 3. Їх 

нумерація відповідає порядку слідування кривих на рис. 2. Можна помітити, 

що найбільші значення сил н
uf (s) контактного тиску для бурильної колони 

обраної геометрії мають місце на її кінцях. У верхній частині свердловини 
н

uf <0, тому труба тисне на стінку свердловини в напрямку нормалі n
r

; у 

нижній частині свердловини напрямок тиску змінюється на протилежний. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.3. Графіки зміни інтенсивності зовнішніх сил нормального тиску )(sf нu :  

                                               λ= 0,1;                           λ= 0,15 
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Рис. 4 ілюструє характер зміни сил тертя тр
wf  між трубою бурильної 

колони і стінкою свердловини. При підйомі бурильної колони вони діють 
на трубу вздовж додатнього напрямку осі w. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.4. Графіки розподілення сили тертя )(sf трw  по довжині колони: 

  λ= 0,1;                      λ= 0,15. 
 
Таким чином, запропонована методика ідентифікації внутрішніх і 

зовнішніх сил діючих на криволінійну бурильну колону дозволяє оптимізувати 
проектну геометрію свердловини і технологію її проходження, а також уникати 
позаштатних ситуацій в процесі буріння.  
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