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АНОТАЦІЯ. Обґрунтована концепція динамічного аналізу механізмів повороту кранів з вантажем на 
гнучкому підвісі (канаті). Отримані основні рівняння руху вантажу у неінерціальній системі відліку, 
пов’язаній з механізмом повороту крана. Встановлені основні кінематичні характеристики руху ванта-
жу та енергосилові параметри механізму, що приводять до рівномірного та нерівномірного обертання. 

Ключові слова: концепція, динаміка, аналіз, механізм повороту, вантажопідйомний кран, канат, не-
інерціальна система відліку. 

 
АННОТАЦИЯ. Обоснована концепция динамического анализа механизмов поворота кранов с грузом 

на упругом подвесе (канате). Получены основные уравнения движения груза в неинерциальной системе 
отсчёта, связанной с механизмом поворота крана. Установлены основные кинематические характе-
ристики движения груза и энергосиловые параметры механизма, которые приводят к равномерному и 
неравномерному вращению. 

Ключевые слова: концепция, динамика, анализ, механизм поворота, грузоподъёмный кран, канат, не-
инерциальная система отсчёта. 

 
ABSTRACT. Purpose. The concept of a dynamic analysis of the mechanisms of turning cranes with a load on 

an elastic suspension (rope) is substantiated. Originality/value. The basic equations of cargo movement in the 
non-inertial reference system connected with the crane turning mechanism are obtained. The basic kinematics 
characteristics of the cargo movement and the energy-force parameters of the mechanism are established which 
lead to uniform and non-uniform rotation. 

Key words:  dynamics, analysis, swing mechanism, lifting crane, rope, noninertial reference frame. 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

 
Відомо, що функція Лагранжа у довіль-

ній неінерціальній системі відліку крім різ-
ниці кінетичної та потенціальної енергій 
тіла доповнюється ще й трьома членами, 
один з яких має особливий вигляд, а саме є 
лінійною функцією швидкості руху тіла. 
Тому у рівняння руху у неінерціальній сис-
темі відліку крім традиційних членів (які 
входять до рівняння Ньютона) слід додати 
силу, викликану поступальним прискоре-
ним рухом цієї системи й трьох «сил інер-

ції»: а) сили, зв’язаної з нерівномірністю 
обертання (за наявності у неінерціальній 
системі перехідних процесів); б) сили Корі-
оліса, яка залежить від швидкості руху тіла; 
в) відцентрової сили. 

Подібний підхід, на думку авторів дослі-
дження, слід використати для всебічного 
динамічного аналізу режимів функціону-
вання механізмів повороту кранів з ванта-
жем на гнучкому підвісі, які працюють у 
перехідних режимах (пуску, гальмування, 
реверсування тощо).  
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АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ЗА ТЕМОЮ 
ДОСЛІДЖЕННЯ 

 
У роботах [1-5] закладені математичні 

основи аналізу руху механічних систем як у 
інерціальних, так й неінерціальних систе-
мах відліку. Проте, детального аналізу руху 
механізму повороту крана з вантажем на 
гнучкому підвісі (канаті), зокрема у перехі-
дних режимах його роботи, до цього часу 
не зроблено [6 – 8]. Саме цій проблемі й 
присвячена дана робота. Слід зазначити, що 
результати робіт [1, 2] будуть частково ви-
користані у дослідженні.  

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета роботи полягає у обґрунтуванні 

методичного підходу для проведення дина-
мічного аналізу механізмів повороту кранів 
з вантажем на гнучкому підвісі (канаті), 
заснованого на результатах робіт [1, 2], які 
присвячені побудові рівнянь руху механіч-
них систем різноманітних типів саме у не-
інерціальних системах відліку. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО ЗМІСТУ 

ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Нехай система координат K , пов’язана з 
поворотним механізмом вантажопідйомно-
го крана, здійснює обертання (поворот) 
відносно нерухомої системи координат k . 

Будемо позначати через ( ) KtQ ∈
r

 радіус-
вектор рухомої точки у рухомій системі 
координат, а через ktq ∈)(

r
 – у нерухомій. 

Вектор кутової швидкості обертання у ру-
хомій системі координат K  позначимо че-
рез Ω

r
. 

Припустимо, що у системі координат k  
рух точки )(tq

r
 описується рівняння Нью-

тона: 

( ),,qqfqm &rrr
&&r =⋅                   (1) 

де m  – маса точки. 
Тоді у системі координат, що обертаєть-

ся K , рух ( )tQ
r

 описується рівнянням 

[ ] 2 [ ] [ [ ]].mQ F m Q m Q m Q= − Ω× − Ω× − Ω× Ω×
r r r rr r r r r&& && (2) 

Якщо ( ) ( )tQBtq t

rr ⋅= , то ( ),tB F Q Q⋅ =
r rr &

 

( ),t tf B Q B Q= ⋅ ⋅
r r r& . 

 
Рисунок. Система координат для дослі-

дження руху механізму повороту крана з ван-
тажем на канаті (у найбільш загальному випад-
ку): z – миттєва вісь обертання 

 
Figure. Coordinate system for studying the 

movement of the mechanism of rotation of the 
crane with the load on the rope (in the most general 
case): z –  instantaneous axis of rotation 

 
1. Обгрунтуємо математичну модель 

коливань вантажу на канаті при обертанні 
крана у перехідному режимі його роботи (у 
процесі пуску). При цьому вважатимемо, 
що механізм повороту здійснює нерівномі-

рне обертання ( )0≠Ω&
r

 й враховуємо відцен-
трову силу. Виходячи з рівняння (2) у сис-
темі координат, яка супроводжує кран, що 
обертається, матимемо 

[ ] 2[ ] [ [ ]]

[ ] 2[ ] [[ ] ],

F
Q Q Q Q

m

F
Q Q Q

m

= − Ω× − Ω× − Ω× Ω× =

= + ×Ω + ×Ω + Ω× ×Ω

r
r r r rr r r r&& &&

r
r r rr r r r&&

(3) 

де ( )21

21

mm

mm
m

+
⋅=  – зведена маса; 1m – маса 

кранового візка; 2m – маса вантажу; 

{ }; ; ;x y z

F
a a a a

m
= =

r
r

;2 xax ⋅ω−=

;2 yay ⋅ω−=  ;2 zaz ⋅ω−=  
( )

;
1

212

l

g

m

mm ⋅+=ω  

{ }; ; ;x y zΩ = Ω Ω Ω
r

 ϕ⋅λ⋅Ω=Ω coscos ox

r
; 

ϕ⋅λ⋅Ω=Ω sincos oy

r
; ;sin oz λ⋅Ω=Ω

r
 

{ }; ; ;x y zΩ = Ω Ω Ω
r& & & &  { };;; zyxQ =

r
 { }; ; ;Q x y z=
r&

& & &
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g  – прискорення вільного падіння; l  – до-
вжина канату, на  якому підвішений ван-
таж.  

Кути oλ  й ϕ  вказані на рисунку. 

Спочатку надаємо векторні добутки, які 
стоять у правій частині (3) у розгорнутому 
вигляді: 

( )

( ) ( ).

y z

x z y

x y z

y z x z y x

l l l

Q x y z l y z

l x z l x y

 
  ×Ω = = Ω − Ω −     Ω Ω Ω  

− ⋅ Ω − Ω + ⋅ Ω − Ω

r r r

rr r& & &

& & &

r r
& & & &

 (4) 

( )

( ) ( ).

x y z

x z y

x y z

y z x z y x

l l l

Q x y z l y z

l x z l x y

 
  ×Ω = = Ω − Ω −     Ω Ω Ω  

− Ω − ⋅Ω + ⋅ Ω − Ω

r r r

rr r&
& & && &

r r
& & &&

    (5) 

( )

( ) ( ).

x y z

x y z x y z

y x z z x y

l l l

Q l z y

x y z

l z x l y x

 
 

 Ω× = Ω Ω Ω = Ω − Ω −  
 
  

− Ω − Ω + Ω − Ω

r r r

rrr

r r

 (6) 

 

x y zQ Al Bl Cl  Ω× ×Ω = ⋅ + ⋅ + ⋅  

r r rrr r

 

,         (7) 

де ( ) ( )( )z z x y x yA x z y x= Ω Ω − Ω − Ω Ω − Ω ; 

( ) ( )( )z y z x x yB z y y x= − Ω Ω −Ω −Ω Ω −Ω ; 

( ) ( )( ) .y y z x z xC z y x z= Ω Ω − Ω − Ω Ω − Ω  

Отже, у загальному вигляді система рів-
нянь, що описує рух вантажу на канаті при 
обертанні крана у період його пуску (закон 

( )tΩ  заданий, а, значить, закон ( )tΩ&
r

 – ві-
домий), має наступний розгорнутий вигляд: 

( ) { }
( ){ }

( ) { }
( ){ }

( ) { }
( ){ }

2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

;

2

;

2

.

z y z y

z y x z x y

x z x z

x z y z x y

y x y x

y x y z x z

x x y z y z

x z y

y y z x z x

y z x

z z x y x y

z y x

 = −ω + Ω − Ω + Ω − Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω ⋅ −Ω Ω

 = −ω + Ω − Ω + Ω − Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω −Ω Ω


= −ω + Ω − Ω + Ω − Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω −Ω Ω


& &&& & &

& &&& &&

& & & &&&

      

(8) 

У наближенні малих коливань 
( );; yxz &&& <<  0→Ωz

& , тому нехтуємо нерів-

номірністю обертання вподовж осі zO , сис-
тема (8) суттєво спрощується і приймає 
наступний вигляд: 

( )
( ){ }

( ) ( )
( ){ }

( ) { }
( ){ }

2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

;

2

;

2

.

y z

z y x z x y

x z

x z y z x y

y x y x

y x y z x z

x x z y

x z y

y y z x

y z x

z z x y x y

z y x

 = −ω + − Ω + Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω −Ω Ω

 = −ω + Ω + − Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω −Ω Ω


= −ω + Ω − Ω + Ω − Ω +

+ Ω +Ω −Ω Ω −Ω Ω


&&& &

&&& &

& & & &&&

       

(9) 

При заданих законах ( ) ( ),t tΩ Ω
r r&  систе-

ми (8) або (9) треба розв’язувати чисельно 
за допомогою ПЕОМ. 

При рівномірному обертанні 0Ω =
r&  сис-

тема (8) може бути розв’язана аналітично. 
Запишемо систему рівнянь для цього випа-
дку. При цьому вважаємо, що ( zyx ΩΩΩ ,, ) 

є незалежними від часу t  константами.  

{ }
( ){ }

{ }
( ){ }

{ }
( ){ }

2

2 2

2

2 2

2

2 2

2

;

2

;

2

.

z y

z y x z x y

x z

x z y z x y

y x

y x y z x z

x x y z

x z y

y y z x

y z x

z z x y

z y x

 = −ω + Ω − Ω +

+ Ω + Ω − Ω Ω − Ω Ω

 = −ω + Ω − Ω +


+ Ω + Ω − Ω Ω − Ω Ω


= −ω + ⋅ Ω − Ω +


+ Ω + Ω − Ω Ω − Ω Ω

&& & &

&& &&

& &&&

     (10) 

Характеристичне рівняння, яке визначає 
власні корені (власні частоти коливань сис-
теми), визначається з наступного рівняння: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

a a a

a a a

a a a

 
  = 
  

,           (11) 

де 11a = ( )2 2 2 2
z y

 λ + ω − Ω + Ω  ;  

11a = ( )2 2 2 2
z y

 λ + ω − Ω + Ω  ; 

12a = 2 z x y − λΩ + Ω Ω  ; 13a = 2 y x z λΩ + Ω Ω  ; 

21a = z x y λΩ + Ω Ω  ; 

22a = ( )2 2 2 2
x z

 λ + ω − Ω + Ω  ; 

23a = 2 x y z − λΩ + Ω Ω  ; 

31a = 2 y x z − λΩ + Ω Ω  ; 32a = 2 x y z λΩ + Ω Ω  ; 
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33a = ( )2 2 2 2
y x

 λ + ω − Ω + Ω  . 

Аналіз коренів (11) у зв’язку з симетрією 
рівняння (11) показує, що їх шість й вони 
попарно комплексно спряжені, тобто 

* * *
1 1 2 2 3 3

*
1 1 1

*
1 1 1 2 2 2

2 2 2

*
3 3 3 3 3 3

, , , , , ,

де: Re ;

Re ; Re ;

Re ;

Re ; Re .

m

m m

m

m m

iI

iI iI

iI

iI iI

λ λ λ λ λ λ


λ = λ − λ
λ = λ + λ λ = λ − λ
λ = λ + λ

λ = λ − λ λ = λ + λ


(12) 

Для кожної пари ( )*
11,λλ , ( )*

22,λλ , 

( )*
33,λλ  розшукуємо розв’язки системи (10) 

у вигляді ( )( )3,1=j : 

( )
( )
( )

*

*

*

( ) ( )
1 2

( ) ( )
1 2

( ) ( )
1 2

;

;

.

j j

j j

j j

t tj j

t tj j

t tj j

x t A e A e

y t B e B e

z t C e C e

λ λ ⋅

λ λ ⋅

λ λ ⋅

 = +

 = +


= +


        (13) 

При цьому використовуємо наступні по-
чаткові умови (при 0=t ) для визначення 

констант ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )jjjjjj CCBBAA 212121 ,,,,, : 

0 0 0

0 0 0

| ; | ; | ;

| ; | ; | .
t o t o t o

t o t o t o

x x x x y y

y y z z z z
= = =

= = =

= = =
= = =

& &

& & & &
  (14) 

2. Розглянемо малі коливання квазімате-
матичного маятника із врахуванням сили 
Коріоліса та відцентрової сили. 

Вихідні диференціальні рівняння у цьо-
му випадку мають наступний вигляд: 

2
2

2
2

2 cos cos ;

2 cos sin ,

z o

z o

x x y l

y y x l−

 = −ω + Ω − Ω λ ϕ

 = −ω − Ω Ω λ ϕ


r
&& &

r
&& &

 (15) 

де l  – довжина підвісу маятника.  

Оскільки sinz oΩ = Ω λ
ur

, то (15) можна 

подати наступним чином: 
2

2

2
2

2 sin cos cos ;

2 sin cos sin .

o o

o o

x x y l

y y x l

 =−ω + Ω λ − Ω λ ϕ

 =−ω − Ω λ − Ω λ ϕ


r r
&& &

r r
&& &

(16) 

Розглянемо випадок, коли constϕ = . 
Тоді iyxW += : 

( ) { } ( ){

( ) }

1

2

2 2

exp exp

exp cos ,

z

i
o

W t i t C i t

l
C i t eφ

= − Ω ⋅ Ω +

 Ω
 + ⋅ − Ω + − λ
 ω 
 

r
 (17) 

,22 ω+Ω=Ω z  

де константи 1C  та 2C  можна знайти зі 
співвідношень: 

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1 2 0 2

2

0 0 2

1 2

0 0 0

| cos

| | cos ;

| | | .

i
t o

i
t t o

z z

t t t

l
C C W t e

l
x t iy t e

C i i C i i

W t x t iy t

φ
=

φ
= =

= = =

 Ω
 + = + λ =
 ω

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ВИСНОВКИ 

 
1. Отримані рівняння руху вантажу на ка-

наті у неінерціальній системі відліку, 
яка пов’язана з механізмом повороту 
вантажопідйомного крана. Використо-
вуючи принцип найменшої дії для вка-
заної системи відліку, а також врахову-
ючи всі «сили інерції», які діють на ван-
таж, вдалось побудувати адекватну фі-
зико-математичну модель поворотної 
системи  вантажопідйомного крана з 
вантажем, що закріплений на канаті, і 
визначити аналітичним шляхом степінь 
впливу на рух вантажу всіх діючих сил 
(як при нерівномірному, так і при рів-
номірному обертанні механізму поворо-
ту). 

2. Отримані у дослідженні результати мо-
жуть бути у подальшому використані 
для уточнення й вдосконалення існую-
чих інженерних методів розрахунку ме-
ханізмів повороту кранів з вантажем на 
гнучкому підвісі (канаті) як на стадіях 
їх проектування/конструювання, так і у 
режимах реальної експлуатації. 
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