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У статті отримано розклад точного розв'язку задачі кручення суцільного вала з 
еліпсоїдальною порожниною в ряд  по ступенях параметра ε, який характеризує її 
ексцентриситет. Для точок порожнини з максимальним (мінімальним) значенням 
концентрації напружень показано співпадіння коефіцієнтів розкладу при ступенях 
ε точного і наближеного розв'язку, отриманого на основі першого варіанту 
збурення форми границі, що застосовується для розв'язку просторових задач 
теорії пружності у випадку тіл обертання, близьких до канонічних. Встановлено 
збіжність послідовних наближень як ітераційного процесу до точних розв’язків. 
 

Метод збурення відомий своїм застосуванням при розв’язку ряду 
задач механіки суцільних середовищ, що докладно викладений у 
монографії [7]. В механіці твердого деформованого тіла методом 
збурення пружних властивостей у [11] отримано розв’язок задач про 
концентрацію напружень у зоні отворів пластин з урахуванням фізичної 
нелінійності матеріалу [4]. У статті [10] метод збурення пружних 
властивостей розповсюджений для розв’язку  задач у випадку ортотропії 
матеріалу, де за основу нульового наближення використовуються пружні 
властивості трансверсально ізотропного матеріалу. Завдяки роботам 
О.М. Гузя і Ю.М. Немиша [2,3,6] метод збурення форми границі одержав 
широке використання для дослідження концентрації напружень у 
пружних пластинах і оболонках із криволінійними отворами. Стосовно до 
розв’язку просторових задач теорії пружності метод збурення форми 
границі в монографіях [2,3] використовувався в двох варіантах для тіл 
неканонічної форми, що знаходяться в полі статичних зусиль. Перший 
варіант методу збурення форми границі використовувався для розв’язку 
задач у випадку тіл (включень) і середовищ з порожнинами, близьких до 
канонічних, обмеженими ортогональними поверхнями. Другий варіант 
методу збурення форми границі використовувався для рішення задач 
пружної рівноваги тіл, обмежених неортогональними поверхнями [8, 9]. 
На основі першого варіанта методу збурення  форми границі [3] показана 
практична збіжність наближених розв’язків задач для дослідження 
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концентрації напружень у пружних тілах, що містять еліпсоїдальні 
порожнини при крученні вала і всебічному розтягу-стиску середовища, 
що допускають точні розв’язки [5, 12]. 

У даній статті виконаний розклад точних аналітичних розв’язків 
задачі концентрації напружень при крученні вала з еліпсоїдальною 
порожниною по степеням параметра ε, що характеризує її 
ексцентриситет. Дано порівняння коефіцієнтів при степенях малого 
параметра ε розкладання точного [5] і наближеного розв’язків , що 
приведено в монографії [3]. Коефіцієнти розкладу точного розв’язку 
збігаються з коефіцієнтами наближеного розв’язку, що свідчить про 
точну збіжність наближеного розв’язку в рамках першого варіанту 
методу збурення форми границі. 

1. Точний розв’язок задачі про кручення вала з еліпсоїдальною 
порожниною представимо згідно [5] 
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При цьому ρ* — радіус кривизни поверхні еліпсоїда ρ = 1, який при γ = 
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−=ε . Тут М — момент кручення 

вала, R1 — його радіус, а, b — півосі порожнини. 

Наближений розв’язок про концентрацію напружень на поверхні 
еліпсоїдальної порожнини вала при його крученні моментом М, що 
отримано на основі першого варіанта методу збурення форми границі, 
має вид [3] 
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Розв’язок отриманий на основі перших трьох наближень (нульове, 
перше, друге). 

В залежності від ε визначимо значення параметра ξ1  в точці (0, b) для 
стиснутого (рис. 1) і витягнутого еліпсоїдів обертання (рис. 2). 

Рис. 1                                                                   Рис. 2 
 

Помітимо, що формула (1.2) справедлива для випадку ε < 0 стиснутого 
в полюсах  еліпсоїда обертання, а (1.3) — ε > 0 витягнутого еліпсоїда 
обертання. 

Перейдемо у виразі (1.1) при ε < 0 (ξ1 > 1) до визначення коефіцієнта 
концентрації напружень на поверхні порожнини при ρ = 1, γ = π/2 у 
залежності від параметра ε. Тоді для стиснутого еліпсоїда в цій точці 
величина ξ1 дорівнює 

ξ1 = b/ρ∗ = (b/a)2  > 1 ,                                        (1.5) 

а для витягнутого еліпсоїда обертання ε > 0 маємо 

ξ1 = b/ρ∗ = а/у < 1.                                           (1.6) 

У цій точці для стиснутого (ε < 0) еліпсоїда одержимо  
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Перейдемо в (1.7) від значення ε = –ε, тобто  замінивши ε  
на (–ε), де 

ε > 0. Для ξ1 одержимо вираз  
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Тоді формула (1.1) за умови (1.2) прийме вид 
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Безпосередній розклад (1.9) в ряд по степеням ε є ускладненим, 
оскільки при значенні ε = 0 (нульове наближення) маємо невизначеність 

типу 
0

0
, а одержати коефіцієнти у вищих наближень практично 

неможливо. Введемо заміну 
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Тоді (1.9) запишемо у вигляді 
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Відмітимо, що при ε → 0, u(ε) → 0. У цьому випадку ( )( )εγϕ uK T  є 

складною функцією і її розклад в ряд по степеням ε в околі значення ε = 0 
має вигляд 
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Скористаємося розкладом функції 
u

uarctg
 при 1<u  в ряд по 

степеням u  [1] 
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Використовуючи розклад (1.13) та виділивши зі знаменника множник 
u2, переходимо від виразу (1.11) до наступного його вигляду 
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Переходячи до границі в (1.14) при ε → 0 (u(ε) → 0) при ε = 0, 
отримаємо 

( )0TK γϕ  = 1,25.                                          (1.15) 

Згідно (1.14) для обчислення коефіцієнтів у розкладі (1.12) по 
степеням ε необхідно від  змінної u(ε) мати наступні вирази 
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Відмітимо, що коефіцієнти в розкладі (1.12) обчислюються в ε = 0, 
u(0) = 0. Інші складові виразу (1.12) у цій точці мають вид згідно (1.10), 
(1.16) 
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Визначивши коефіцієнти в (1.12) при степенях ε у точці ε = 0, u(0) = 0 
з врахуванням (1.16), (1.17), отримаємо наступні значення 
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В такий спосіб з (1.12) отримаємо наступні вирази  розкладу по 
степеням ε з врахуванням повернення до заміни ε на (–ε) для стиснутого 
еліпсоїда в точці  (0, b) отримаємо 
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В остаточному підсумку цей вираз з урахуванням обчислення його 
складових до четвертого знака в точності збігається з виразом (1.4), що 
отримано в монографії [3] на основі першого варіанта методу збурення 
форми границі. 

2. Перейдемо до визначення точного розв’язку в (0, b) для витягнутого 
еліпсоїда обертання при ε > 0, тобто  з використанням виразів (1.1), (1.3) 
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Скористаємося тим випадком, що при ε → 0, z(ε) → 0 і значеннях 
1<z  справедливий  розклад [1] 
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Тоді вираз (2.1) після ряду перетворень з врахуванням виділеного 
множника z2 у знаменнику отримаємо 
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За аналогією з (1.16) отримаємо  
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Відзначимо, що в при ε = 0, z(0) = 0. Похідні від функції z(ε) мають 
вигляд 
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Скористаємося виразами  (2.3)—(2.5) для обчислення коефіцієнтів 
розкладу по степеням ε коефіцієнта для концентрації напружень в точці 
(0, b) на поверхні еліпсоїдальної порожнини згідно (1.12). Для визначення 
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В такий спосіб і для зазначеного випадку коефіцієнти розкладу при 
степенях ε мають вигляд 
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25,1 εο+ε+ε−=εγϕ zK T ,                          (2.7) 

який цілком збігається з виразом (1.19) і з точністю до четвертого знака 
збігається з коефіцієнтами розкладу для наближеного розв’язку [3], 
одержаного методом збурення форми границі. Це свідчить про те, що 
перший варіант методу збурення форми границі, що розвинутий в [2, 3] 
О.М. Гузем і Ю.М. Немишем приводить до наближеного розв’язку 
просторових задач теорії пружності для тіл з концентраторами напружень 
у вигляді  включень або порожнин, близьких до канонічних, що   
збігається  до точного розв’язку  зберігаючи члени при вищих степенях ε 
в наближеному розв’язку. 
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