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АНОТАЦІЯ. В перехідних режимах при роботі маніпулятора виникають коливання його виконавчої 
системи, які є наслідком нерівномірної роботи приводу, неврівноваженості механічної системи та пруж-
них деформацій металоконструкції. Для встановлення взаємозв’язків між геометричними і силовими 
параметрами маніпулятора та параметрами пружних деформацій побудовано динамічну та матема-
тичні моделі, що описують динаміку руху його стріли. В досліджені пружні деформації представлено у 
вигляді додаткового кута повороту основи стріли. 

Ключові слова: динаміка, маніпулятор, динамічна модель, диференціальне рівняння, коливання, пру-
жна опора, стрілова система. 
 

АННОТАЦИЯ. В переходных режимах при работе манипулятора возникают колебания его исполни-
тельной системы, которые являются следствием неравномерной работы привода, неуравновешенно-
сти механической системы и упругих деформаций металлопластиковые конструкции. Для установле-
ния взаимосвязей между геометрическими и силовыми параметрами манипулятора и параметрами уп-
ругих деформаций построено динамическую и математические модели, описывающие динамику движе-
ния его стрелы. В исследовании упругие деформации представлены в виде дополнительного угла по-
ворота основания стрелы. 

Ключевые слова: динамика, манипулятор, динамическая модель, дифференциальное уравнение, ко-
лебания, упругая опора, стреловая система. 
 

ABSTRACT. Problem. In transitional modes, the robot manipulator causes fluctuations in its operating system 
which is the result of the unevenness of the drive, unbalanced mechanical system and elastic deformations of 
metal structures. Purpose. To construct a mathematical model of the motion of an arrow of a manipulator in 
which its oscillations will be taken into account as a result of the elastic deformation of its support. Method / 
methodology. To establish a connection between the geometric and energy parameters of the manipulator and 
the parameters of elastic deformations, dynamic and mathematical models reflecting the dynamics of the 
movement of the arrow of the manipulator are constructed. The Lagrange equation of the second kind was used. 
In this study, the elastic deformation is presented as an additional angle of rotation of the base of the arrows and 
is determined by the potential spring compression energy. The theory of series and the method of a small 
parameter are used to solve the resulting divertial equations of motion. Originality / cost. As a result of the study, 
practical equations have been defined that allow us to describe the dynamics of the manipulator. Further 
development. The obtained equations in the future will allow to determine the relationship between the angle of 
rotation of the arrow of the manipulator and its fluctuations. 

Key words: dynamics, manipulator, dynamic model, differential equation, fluctuations, elastic pillar, boom 
system 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 
В перехідних періодах роботи маніпуля-

тора в його привідних механізмах окрім 
статичних та інерційних сил внаслідок 
пружності ланок додатково виникають ди-

намічні навантаження коливального харак-
теру. Тому для керування рухом подібних 
систем доцільно застосовувати оптимальні 
закони керування, які б відтворювали плав-
ний характер зміни кінематичних характер-
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ристик привідних ланок з урахування пру-
жних деформацій металоконструкції.  

Для визначення критеріїв оптимізації 
необхідно побудувати динамічну модель 
маніпулятора, яка б враховувала вплив 
пружного елемента на поведінку динаміки 
його роботи. 
 

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Метою дослідження є висвітлення ре-
зультатів аналізу динаміки роботи мані-
пулятора, встановленого на пружну опору 
із вантажем.  

Для досягнення поставленої мети необ-
хідно вирішити такі завдання: 1) побудува-
ти динамічну та математичну моделі руху 
маніпулятора; 2) встановити взаємозв’язки 
між кінематичними та силовими парамет-
рами розробленої моделі руху. 

 
 

ВИКЛАД МАТЕРІАЛУ ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Розглянемо динамічну систему (рис. 1) 
стрілового маніпулятора з гідроприводом, у 
якому масу m стріли та вантажу зосередимо 
на кінці жорсткої стріли довжиною l1. В 
нижній частині стріла закріплена на одному 
нерухомому шарнірі та через опорну ланку 
довжиною l2 на пружній основі. На моделі 
пружна основа зображена у вигляді пружи-
ни жорсткістю с. Масою ланки l2 нехтуємо. 
В моделі також не враховано демпфіруван-
ня можливих коливань пружини.  

Зміна вильоту стріли маніпулятора від-
бувається шляхом її повороту навколо не-
рухомого шарніра за рахунок висування 
штоку привідного гідроциліндра, який од-
ним кінцем приєднано до підйомної стріли, 
а іншим встановлено на опорну ланку. Це 
приводить до зміни його довжини q. 

За узагальнені координати руху прийня-
то кут α повороту стріли та кут φ повороту 
опорної ланки l2 внаслідок деформації пру-
жної опори. 

Кінетична енергія  розглянутої системи 
дорівнює 

2

1 )(
2
1 ϕα && += JT ,   (1) 

де α та φ – відповідно кути повороту стріли 
від висування гідроциліндра та від дефор-
мації опори; J1 – зведений момент інерції 
маси стріли та вантажу. 

Крапка над кутовими координатами 
означає диференціювання за часом. Таким 
чином α&  та φ&  є кутовими швидкостями. 

 

Рис. 1. Спрощена динамічна модель маніпуля-
тора  

Fig. 1. Simplified dynamic model of the 
manipulator 

 
В спрощеному вигляді момент інерції J1 

враховуватимемо як 
2
11 )

3
( lm
m

J b
c += ,   (2) 

де сm та bm – відповідно маса стріли та ван-

тажу. 
Потенціальна енергія системи: 

2

2
2

1

cy
mgyП +−= ,   (3) 

де b
c m

m
m +=

2
– зведена маса системи;  

y1 – вертикальна координата зосередженої 
маси; у2 – координата деформації пружини. 

Вертикальна координата зосередженої 
маси дорівнює 

)sin(11 ϕα += ly .   (4) 

Координата деформації пружини 

)sin(22 ϕly = .    (5) 
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В межах голономних зав’язків згідно ме-
тоду рівняння Лагранжа 2-го роду виконано 
диференціювання виразів (1) і (3) та скла-
дено наступну систему рівнянь: 










∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂

,

;

2

1

ϕϕϕ

ααα
П

Q
TT

dt

d

П
Q

TT

dt

d

&

&
      (6) 

де ),(11 tMQ α=  та 02 =Q  – узагальнені 
зовнішні сили у вигляді рушійних момен-
тів; М1(α, t) – рушійний момент, що ство-
рює привідний механізм маніпулятора для 
повороту його стріли. 

Після перетворення системи (6) отрима-
ємо 

1 1

1 1

2
1 2

1 1

( , )
cos( );

cos( ) sin 2 .
2

M t mgl

J J

mgl cl

J J

αα + β = − α + β


α + β = − α + β + ϕ


&&&&

&&&&

  (7) 

Диференціальні рівняння (7) описують 
динаміку процесу руху стріли маніпулятора 
із урахуванням пружності опори. Перше 
рівняння може бути застосоване для визна-
чення привідного моменту, який потрібно 
створити для забезпечення бажаного закону 
переміщення. Друге рівняння можна засто-
совувати для дослідження процесу коли-
вання пружної опори з урахуванням закону 
руху стріли. 

Із системи рівнянь (7) знайдено 

)cos()sin(),( 2

21 ϕϕα cltM =   (8) 

або 

)
),(2

arcsin(
2

1
2
2

1

cl

tM αϕ = .       (9) 

Рівняння (9) чітко встановлює границі 
зміни кута повороту ϕ , які для розглядува-
ної динамічної моделі маніпулятора із при-
йнятими припущеннями знаходяться в ме-
жах -45°...45°. Причому від’ємні значення 
кут прийматиме у випадку, коли величина 
привідного моменту становитиме від’ємне 
значення, тобто у випадку опускання стрі-
ли. 

Так як значення sin( )ϕ  може змінювати-

ся від -1 до +1, то при підійманні стріли 
отримаємо значення критичної величини 
привідного моменту: 

2
),(

2
2

1

cl
tM ≤α .   (10) 

На рис. 2, а представлено залежність 
зміни критичного значення привідного мо-
менту у вигляді тривимірної поверхні при 
зміні жорсткості в межах 10000…300000 
Н/м та довжини опорної поверхні в межах 
0,5…3 м, а на рис. 2, б зображено графік 
залежності критичного моменту від жорст-
кості опори для довжини опорної поверхні 
1 м. 
 

 
а (а) 

 
б (b) 

Рис. 2. Графіки зміни критичного моменту в 
залежності від параметру жорсткості та довжи-
ни опорної ланки: а – за одночасної зміни жор-
сткості та довжини опорної ланки; б – за фіксо-
ваної довжини опорної ланки та змінної жорст-
кості 
 
Fig. 2. Graphs of the change of the critical moment 
depending on the rigidity parameter and the length 
of the reference line: a - at the same time changing 
the stiffness and length of the reference line;  
b - for a fixed length of the reference and a 
variable rigidity 
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З першого рівняння системи (7) визна-
чимо статичну складову моменту опору: 

)cos()( 11 αα mglM = .            (11) 

На рис. 3 наведено графіки зміни стати-
чного моменту в залежності від кута пово-
роту α та довжини стріли для зведеної маси 
вантажу 1000 кг. 

 
а (а) 

 
б (b) 

Рис. 3. Графіки зміни статичного моменту опо-
ру в залежності від кута повороту стріли та її 
довжини: а – за одночасної зміни α  та 1l ;  

б – за фіксованої довжини стріли 
 
Fig. 3. Graphs of the changes in the static moment 
of resistance, depending on the angle of rotation of 
the arrow and its length: a – for simultaneous 
change a and 1l ; b – for a fixed length of an arrow 

 
Для розглядуваної динамічної моделі 

маніпулятора величину привідного момен-
ту можна виразити через геометричні па-
раметри стріли та величину привідного зу-
силля, зведеного до штоку гідроциліндра: 

)cos(2

)sin()(
),(

221
α

αα
⋅⋅⋅−+

⋅⋅⋅=
baba

batF
tM ,  (12) 

де a та b – геометричні параметри, якими 
визначається положення штоку привідного 
гідроциліндра; F(t) – привідне зусилля на 
штоку гідроциліндра. 

Порівнюючи графіки на рис. 2 та рис. 3 
відмітимо, що залежності (10)…(11) мають 
практичне значення при визначенні пара-
метрів опорної рами маніпулятора, зокрема 
для розрахунку жорсткості. 

Дослідимо зміну величини кута φ в по-
ложеннях статичної рівноваги. Із залежнос-
ті (9) з використанням (11) маємо 

)
)cos(2

arcsin(
2

1
2
2

1

cl

mgl αϕ = .      (13) 

На рис. 4 показано характер та порядок 
величини зміни кута φ при варіації жорст-
кості в межах 10000…300000 Н/м та кута 
підйому стріли в межах π/10… π/3. 

 

 
Рис. 4. Поверхня рішень залежності (13): фіксо-
вані параметри – m =1000 кг; l1=3 м; l2=1 м 
 

Fig. 4. The surface of the dependence decision 
(13): fixed parameters – m = 1000 kg; l1 = 3 m; l2 = 1 m 

 
Таким чином, для заданих масово-

геометричних параметрів розглядуваної 
динамічної системи маніпулятора спостері-
гається (див. рис. 4), що значний вплив на 
величину кута коливань φ відіграє жорст-
кість опори. При її величинах, менших за 
50000 Н/м, початкове значення кута відхи-
лення приймає недопустимі для роботи 
маніпулятора значення, які загрожують 
втраті його стійкості. При величині жорст-
кості більшій за 100000 Н/м значення поча-
ткового кута відхилення не перевищує 5,7°.  

Аналізуючи систему диференціальних 
рівнянь (7) зазначимо, що вони є неоднорі-
дними, мають найвищий другий порядок, а 
наявність тригонометричних функцій від 
диференційованого елемента робить їх не-
лінійними, що ускладнює пошук точного 
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аналітичного розв’язку. Дані рівняння доб-
ре розв’язуються чисельним способом. 

Введемо додаткову змінну z = α + φ.  
Застосовуючи теорію рядів, розкладемо 

тригонометричну функцію cos(z) в ряд Ма-
клорена-Тейлора: 

.
)!2(

)1(....

...
!8!6!4!2

1)cos(

2

8642

n

z

zzzz
z

n
n−+

−+−+−=
   (14) 

На (рис. 5) наведено графіки функції 
cos(z), розкладеної в ряд (14) з оцінкою по-
хибки із оригіналом на проміжку 0…3 рад. 

 
а (a) 

 
б (b) 

 
в (c) 

Рис. 5. Графіки функції cos(z) розкладеної в ряд 
Маклорена-Тейлора побудованої для трьох (а), 
чотирьох (б) та п’яти (в) членів ряду 
Fig. 5. The charts of the function cos (z), expanded 
in the Maclaurin-Taylor series constructed for the 
three (a), four (b), and five (c) members of the 
series 

На графіках відображено проміжок змі-
ни z від 0 до 3 радіан, який має практичне 
значення для розглядуваної динамічної мо-
делі. Необхідно зазначити, що в реальних 
системах маніпуляторів кут повороту стрі-
ли зазвичай знаходиться в межах 0…π/2 
рад. 

Графіки показують, що для достатньо 
точного відтворення функції cos(z) на за-
значеному проміжку достатньо застосувати 
п’ять членів ряду (14). 

Застосовуючи ряд (14), перетворимо си-
стему (7), позбавившись тригонометричної 
функції. Розглянемо випадок малих відхи-
лень, приймаючи ϕϕ ≈)sin( , 1)cos( ≈ϕ . В 
цьому випадку матимемо 













=+−+−+

=+−+−+

,)
!8!6!4!2

1(

;)
!8!6!4!2

1(

2

8642

1

1

1
8642

1

ϕA
zzzz

Az

J

Mzzzz
Az

&&

&&

    (15) 

де 
1

1
1 J

mgl
A = ; 

1

2
2

2 J

cl
А = . 

Для розв’язку першого рівняння системи 
(15) скористаємося методом малого пара-
метру. Розв’язок запишемо у вигляді 

n
ntatatatataatz ++++++= ..)( 4

4
3

3
2

210 ; (17) 

13
4

2
321 ..432)( −+++++= n

ntnatatataatz& ; (18) 

22
432 )1(..1262)( −−++++= n

ntanntataatz&& .(19) 

Введемо початкові умови руху: 
t = 0, α(0) = α0, φ(0)= φ0, z(0) = α0 + φ0 = z0,  

0)0( =α& , 0)0( =ϕ& , 0)0( =z& . 
При початкових умовах визначаємо пе-

рші два коефіцієнта: а0= z0, а1 = 0. 
Підставивши рівняння (17) та (19) в пе-

рше диференціальне рівняння системи (15) 
та прирівнявши коефіцієнти при однакових 
степенях t, отримаємо 
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 Для встановлених характеристик стрі-
лової системи маніпулятора (l1 = 3 м; l2 = 1 
м; m = 1000 кг; с = 100000 Н/м) побудовано 
графіки зміни переміщення, швидкості та 
прискорення (рис. 6) стріли при дії сталого 
рушійного моменту М1=28000 Н. На графі-
ках показано порівняння отриманого 
розв’язку методом малого параметру (крива 
2) із числовим методом Рунге-Кутта (крива 
1) для однакових масово-геометричних па-
раметрів розглядуваної динамічної системи 
маніпулятора. 

В загальному випадку, коли момент не є 
постійною величиною, а змінюється з пли-
ном часу, вищеописаний підхід також може 

використовуватись, а загальний розв’язок в 
такому випадку буде подібний рівнянню 
(17), проте коефіцієнти а0, а1, …аn залежа-
тимуть від часу: 

n
n ttattattatatz )(...)()()()( 2

210 ++++= . (20) 

 

 
а (а) 

 
б (b) 

 
в (с) 

Рис. 6. Графіки зміни кута повороту (а), куто-
вої швидкості (б) та кутового прискорення (в) 
стріли маніпулятора при дії сталого рушійного 
моменту величиною 28 кН 
 

Fig. 6. Graphs of the change of the angle of 
rotation (a), angular velocity (b) and angular 
acceleration (c) of the arrow of the manipulator 
under the action of a steady-state torque of 28 kN 
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ВИСНОВКИ 
 

1. Побудовано математичну модель  руху стрі-
ли маніпулятора, яка враховує його масово-
геометричні параметри та пружну деформа-
цію опорного апарату. 

2. Визначена залежність статичного кута де-
формації опорної ланки в залежності від на-
вантаження та кута підйому стріли. 

3. Знайдено розв’язок диференціального рів-
няння руху стріли маніпулятора, який можна 
представити у вигляді степеневого ряду. У 
порівнянні із чисельним точним розв’язком 
отриманий результат дає незначну похибку і 
дозволяє встановити аналітичну функцію, 
що у подальшому може застосовуватись в 
системах керування кранів-маніпуляторів. В 
подальшому необхідно визначити характер 
зміни кута деформації опорної ланки за різ-
них режимів роботи маніпулятора. 
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