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ДО ЛІНЕАРИЗОВАНОЇ ТЕОРІЇ МАГНІТОСТРИКЦІЇ ФЕРИТІВ 
З ДИСИПАТИВНИМ ФЕРОМАГНІТНИМ РЕЗОНАНСОМ  

 
 
Одними із актуальних задач електромагнітомеханіки, що мають 

важливе фундаментальне і прикладне значення, є дослідження 
магнітопружного деформування тіл із феримагнітних магнітострикційних 
матеріалів з врахуванням феромагнітного резонансу. Цьому питанню 
присвячені роботи [4-7, 9-16]. В даній статті пропонується перетворення 
системи тривимірних диференціальних рівнянь лінеаризованої 
магнітострикції феритів кубічної системи, в якій враховується 
феромагнітний резонанс і дисипативні властивості фізико-механічних 
властивостей, до системи гамільтонового типу. 
Тривимірна зв’язана задача електромагнітомеханіки для матеріалів з 

магнітострикцією вимагає спільного розв’язання механічних рівнянь 
коливань 
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квазістатичного наближення 

0=Bdiv ,    0=Hrot                                     (2) 

рівнянь Максвелла відносно напруженості H  і індукції B  магнітного 
поля. 
Системи (1) і (2) замикаються квадратичними по намагніченості 

( ) π−= 4HBM  визначальними співвідношеннями магнітострикції [2, 9] 

феритів кубічної системи з феромагнітним резонансом, лінеаризованими 
в сколі статичного поля підмагнічування 3030 , ee MMHH ==  
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Малі збурення h , b  магнітного поля задовольняють рівняння (2), які 
запишемо у вигляді 
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де ϕ  – магнітний потенціал. 

У виразах (1)-(3) прийняті загальновживані позначення [1, 2, 3, 8, 9]: 

ikc  – модулі пружності, ρ  – густина, 2β  – магнітопружна стала, 33µ  – 

магнітна проникність, γ  – гіромагнітне відношення. 

В рівняннях прецесії намагніченості додані дисипативні складові з 
часом релаксації rτ  [1, 6, 7]. Експериментальні дані і їх теоретичні 

інтерпретації показують достатність використання одного параметру для 
опису втрат в феритах [1]. 
Лінеаризовані диференціальні рівняння прецесії компонент 1m , 2m  

вектора намагніченості, які входять в систему (3), в загальному випадку 
можна подати [7] в інтегральній формі. При усталених гармонічних 
коливаннях з круговою частотою ω , коли 

( ) ( ) ( )tixxxatxxxa ω−= exp,,Re,,, 321321  і для амплітудних множників 

( )321 ,, xxxa  залишаємо такі ж позначення, що і для ( )txxxa ,,, 321 ), для 

амплітудних величин ( )3211 ,, xxxm  та ( )3212 ,, xxxm  знаходимо 
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де 0HH γ=ω  – частота феромагнітного резонансу, rc iω+ω=ω , r
r

ω=
τ
1

 – 

частота релаксації. 
Після підстановки (5) в (3) для амплітудних величин ( )321 ,, xxxikσ  і 

т.д. ( ( ) ( ) ( )tixxxtxxx ikik ω−σ=σ exp,,Re,,, 321321  і т.д.) одержимо вирази 
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В формулах (6) використані позначення 
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причому 04 MM πγ=ω . 

В дев’ять визначальних рівнянь (6), три рівняння механічних коливань 
(1) і одне рівняння 
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входять амплітудні множники трьох механічних переміщень ( )321 ,, xxxui , 

шести механічних напружень ( )321 ,, xxxikσ , трьох компонент магнітної 

індукції ( )321 ,, xxxbi  і магнітного потенціалу ( )321 ,, xxxϕ . Таким чином 

сукупність тринадцяти рівнянь (1), (6), (8) має тринадцять невідомих 
функцій.  
Один шлях спрощення системи рівнянь (1), (6), (8) аналогічний виводу 

рівнянь Ламе-Нав’є теорії пружності в переміщеннях. Але тепер за 
незалежні невідомі треба взяти три амплітуди механічних переміщень 

( )321 ,, xxxui  та магнітного потенціалу ( )321 ,, xxxϕ . В результаті одержимо 

систему чотирьох диференціальних рівнянь в частинних похідних. Ця 
система досить громіздка і її явного вигляду виписувати не будемо. 
Інший шлях спрощення системи тринадцяти рівнянь (1), (6), (8) 

полягає у спеціальному виборі восьми розв’язувальних функцій і 
аналогічний перетворенню системи дев’яти рівнянь пружності до шести 
рівнянь, які формально можна представити у вигляді операторної 
гамільтонової системи. Таке представлення вперше було запропоновано і 
виконано в монографії [3] і розвинуто в подальших роботах [8, 9 та ін.]. 
Виберемо за розв’язуючі функції певним чином підібраного 

наступного вектор-стовпчика невідомих 

[ ] TPbuuu 1131213211 ,,,4,,4,4, σσπϕππσ ,                           (9) 
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які входять в сукупність рівнянь (1), (6), (8). Після досить громіздких 
цілеспрямованих перетворень рівнянь (1), (6), (8) одержимо наступну 
систему восьми рівнянь 
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Ненульові операторні елементи симетричних операторних матриць P , 
Q  та операторної матриці R  мають наступні значення 
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Тут використані позначення 

5251*540011 4 βπβ−µ−= crr , 

52510021 44 πµβ−παβ−=rr , 

*5451*55520012 ccrr β−β= , 

5251*550022 4 βπβ−α= crr , 

2
51*5500 4πβ+µ= cr , 

125211*54*5511 4 rrcc πβ++=α− , 

1211525112 rr α+β+β=α− , 

22215222 rr α+β+µ−=α− .                                       (12) 

Систему (10) можна записати у вигляді операторної гамільтонової 
системи 
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при наступному значенні операторної функції Гамільтона 

kiikkiikkiik ppQqpRqqPH €
2

1€€
2

1 ++= .                        (14) 

Елементи операторних матриць P€ , Q€ , R€  в (14) і (13) розглядаються 
як сталі величини і тільки після обчислення частинних похідних в (13) їх 
треба розглядати як диференціальні оператори, що діють на канонічні 
змінні iq , ip . 

Таким чином в результаті описаних перетворень система тринадцяти 
рівнянь (1), (6), (8) звелась до восьми рівнянь (10) або (13), відносно 
функцій (9). Таке представлення особливо буде доцільним при 
розв’язанні крайових задач з межами constx =1 , тому що функції (9) при 

досконалому механічному і електромагнітному контактах при constx =1  

будуть неперервними функціями на цих межах. 
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У випадку антиплоскої задачі для хвиль зсуву рівняння лінеаризованої 
магнітострикції феритів з дисипативним феромагнітним резонансом 
розглядалися в роботах [6, 7] і були перетворені [7] до операторної 
гамільтонової системи.  

 

Робота виконана при частковій фінансовій підтримці в рамках “Комплексного 
інтеграційного проекту СВ РАН та НАН України”. 
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