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Анотація. Дослідження призматичних тіл з 

постійними вздовж однієї з координат механіч-

ними і геометричними параметрами найбільш 

доцільно проводити на основі напіваналітично-

го методу скінченних елементів (НМСЕ). Суть 

його полягає в поєднанні скінчено елементної 

дискретизації і розкладенні переміщень в хара-

ктерному напрямку по системі тригонометрич-

них координатних функцій. 

У роботах [8, 15] розроблено варіант напіва-

налітичного методу скінченних елементів для 

розрахунку призматичних тіл при використанні 

як системи координатних функцій рядів Фур’є. 

Застосування тригонометричних рядів забезпе-

чує максимальну ефективність напіваналітич-

ного методу скінчених елементів, однак, на 

торцях тіла вдається задовольнити лише грани-

чним умовам, що відповідають спиранню 

об’єкта на абсолютно жорстку у своїй площині 

та гнучку діафрагму. 

В результаті виконаних досліджень отрима-

ні основі уявлення переміщень поліномами, що 

дозволяє значно розширити коло граничних 

умов на торцях тіла. У цьому випадку звести 

рішення вихідної просторової крайової задачі 

до послідовності двовимірних задач не є мож-

ливим, тому особливого значення набуває об-

ґрунтований вибір відповідних поліном. Від їх 

правильного вибору залежить як обумовленість 

матриці системи роздільних рівнянь і, отже, 

збіжність інтеграційних алгоритмів її 

розв’язання, так і універсальність підходу щодо 

можливості задоволення різних варіантів гра-

ничних умов на торцях тіла. 

Крім цього, розглянуте питання про способи 

інтегрування при обчисленні коефіцієнтів мат-

риці жорсткості скінченого елемента (СЕ), яке 

має досить загальне значення, що обумовлено 

значною трудомісткістю зазначеної процедури. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 

Значне число досліджень, пов’язаних з 

розробкою і застосуванням НМСЕ [5, 6, 10, 

12, 14, 16, 17, 20, 21, 22, 24], як правило, 

використовуються співвідношення тонких 

оболонок (в [20] враховані деформації по-

перечного зсуву). Розглянуто різні питання, 

пов’язані з урахуванням локальних впливів 

[21], розрахунком розгалужених і складо-

вих систем [10, 14, 17, 24], визначенням 

напружено-деформованого стану ребристих 

оболонок змінної товщини при термосило-

вого навантаження [12], орієнтацією підк-

ріплює набору конструктивно-анізотропної 

оболонки [13]. В [9] запропоновано мето-

дику аналізу напружено-деформованого 

стану циклічно неоднорідних в круговому 

напрямку оболонок. 

У роботах, що відображають застосу-

вання напіваналітичного методу скінчен-

них елементів до розрахунку тіл обертання 

[2,11,18,23,25-27], використані трикутні СЕ 

з лінійним [2,18,26] і квадратичним [23] 

розподілом переміщень, прямокутні чоти-

рьохвузлові [25] і чотирикутні криволінійні 

восьмивузлові [27]. Достовірність отрима-

них на їх основі результатів підтверджена 

розв’язанням контрольних прикладів [23, 

25,26]. Розв’язані також  

конкретні задачі про пружне [11,23,26] і 

пружно-пластичне [2,27] деформування 

ряду об’єктів. 

Різні аспекти розробки і застосування 

підходу, заснованого на використанні уні-

версального скінченого елемента, що до-

зволяє досліджувати в пружній і пружно-

пластичній постановці масивні і тонкостін-

ні не вісесиметричні навантажені силовими 

і температурними впливами тіла обертання, 

розглянуті в роботах [1,7]. Основні прин-

ципи узагальнення даної модифікації 

НМСЕ на розв’язання задач пружного і 

пластичного деформування циклічних 

об’єктів зі змінними по круговій координаті 

механічними і геометричними параметрами 

викладені в [3]. Публікації [4,19] присвяче-

ні реалізації цих принципів стосовно зазна-

ченого класу об’єктів. 

Проведений аналіз літературних джерел 

показує, що в розглянутих публікаціях не 

знайшли належного відображення питання, 

пов’язані із застосуванням напіваналітич-

ного методу скінченних елементів до роз-

рахунку тонкостінних призматичних тіл, в 

пружно-пластичній, а масивних навіть в 

пружній постановках. Крім того відсутні 

публікації з даного напрямку, присвячені 

розробці універсальних призматичних кін-

цевих елементів, що дозволяють досліджу-

вати масивні, тонкостінні і комбіновані 

конструкції. 

 

ВИВЕДЕННЯ ФОРМУЛ ДЛЯ  

ОБЧИСЛЕННЯ ВУЗЛОВИХ РЕАКЦІЙ  

ТА КОЕФІЦІЄНТІВ МАТРИЦІ  

ЖОРСТКОСТІ СКІНЧЕНОГО 

 ЕЛЕМЕНТА 

 

Представимо переміщення у вигляді ро-

зкладання по поліномах 
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де  
  - поліноми степені  ;  

'n
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- коефіцієнти розкладання переміщень 

по   . 

 

 

Виразимо переміщення через 

коефіцієнти їх розкладання за поліномами 

відповідно до (1): 
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Виразимо деформації через коефіцієнти 

розкладання переміщень по поліномах: 
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Елементи підматриць 
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обчислюються згідно (2) та наведені у 

таблицях 1 та 2. відповідно. 

Запишемо вираз варіації енергії через 

коефіцієнти розкладання переміщень по 

поліномах і вузлові реакції  r


 кінцевого 

елемента: 
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Табл. 1. 

Tabl. 1. 
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Табл. 2. 

Tabl. 2. 
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Інтегруючи по 
3х  чисельно, отримуємо 

формулу для обчислення вузлових реакцій 

призматичного кінцевого елемента зі 

змінними у перерізі 
3х const  механіч 

ними та геометричними параметрами (СЕ1) 

через напругу: 
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(8) 

 

Виразивши деформації через 

коефіцієнти розкладання переміщень за 

поліномами: 
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(9) 

 

Виразимо деформації через коефіцієнти 

розкладання переміщень за поліномами: 
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(10) 

 

Інтегруючи в (10) по 
3х  чисельно, і 

позначивши: 
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(11) 

 

запишемо вираз для варіації енергії 

деформації у вигляді: 
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Після інтегрування по 
1x  і 2x , 

отримуємо формулу для обчислення 

коефіцієнтів матриці жорсткості 

призматичного кінцевого елемента зі 

змінними в перерізі 
3x const  механічними 

і геометричними параметрами (СЕ1): 

 

 

   

 
 1 2

,

1 1 1

1 1

2 1 2 1 2 3

2 2 4

T

T

i j

T
I I

n

i jn

T

n n

n

i j

x x

K B D B G

B D B G B D B G

B D B G gH H





 



  

 

   

 

     
           

       
                

   
          



 

(13) 

 

ВИСНОВКИ  

 

Отримані формули для обчислення вуз-

лових реакцій та коефіцієнтів матриці жор-

сткості дозволяю використовувати для 

представлення переміщень різні системи 

координатних функцій, побудовані на ос-

нові поліномів. Відмінна особливість цих 

співвідношень у порівнянні з аналогічними, 

виведеними при використанні для подання 

переміщень рядів Фур’є, полягає в тому, 

що не рівні нулю коефіцієнти не тільки діа-

гональних, але і периферійних підматриць і 

рішення систем рівнянь, що одержуються 

на їх основі, прямими методами стає недо-

цільним. До чинників, визначальних у разі 
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ефективність напіваналітичного методу 

скінчених елементів, ставляться, насампе-

ред, простота завдання умов закріплення на 

торцях тіла, і величина обсягу обчислень, 

обумовлена швидкістю збіжності інтегра-

ційного процесу розв’язання систем рів-

нянь. 
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NODAL REACTIONS AND 

COEFFICIENTS OF THE STIFFNESS 

MATRIX OF A FINITE ELEMENT 

BASED ON THE REPRESENTATION OF 

DISPLACEMENTS BY POLYNOMIALS 
 

Yurii MAKSYMIUK,  

Oleksii SHKRYL,   

Ivan MARTYNIUK,  

Vladyslav BUCHKO 
 

Abstract. The study of prismatic bodies with 

constants along one of the coordinates of 

mechanical and geometric parameters is most 

appropriate to conduct on the basis of the semi-

analytical finite element method (NMSE). Its 

essence is a combination of finite element 

sampling and decomposition of displacements in 

the characteristic direction by a system of 

trigonometric coordinate functions. 

In [8, 15], a variant of the semivanalytic finite 

element method for the calculation of prismatic 

bodies when used as a system of coordinate 

functions of Fourier series was developed. The use 

of trigonometric series provides maximum 

efficiency of the semi-analytical finite element 

method, however, only the boundary conditions 

corresponding to the object's support on an 

absolutely rigid in its plane and flexible diaphragm 

can be satisfied at the ends of the body. 

As a result of the performed researches, the 

basis of the representation of displacements by 

polynomials is obtained, which allows to 

significantly expand the range of boundary 

conditions at the ends of the body. In this case, it is 

not possible to reduce the solution of the initial 

spatial boundary value problem to a sequence of 

two-dimensional problems, so a reasonable choice 

of appropriate polynomials becomes especially 

important.  

Both the conditionality of the matrix of the 

system of separate equations and, consequently, 

the convergence of integration algorithms for its 

solution, and the universality of the approach to the 

possibility of satisfying different variants of 

boundary conditions at the ends of the body 

depend on their correct choice. 

In addition, the question of methods of 

integration in the calculation of the coefficients of 

the stiffness matrix of a finite element (CE), which 

is quite common, due to the significant complexity 

of this procedure. 

 

Keywords. Finite element method (FEM); 

semi-analytic finite element method (SFEM),; 

prismatic finite element (CE1; massive; thin-

walled prismatic bodies; vector of nodal reactions, 

stiffness matrix coefficients. 
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