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АНОТАЦІЯ. Наведено аналіз маятникових коливань вантажу в процесах пуску/гальмування мостових кранів. Застосу-

вання методу гармонічного балансу дозволяє встановити динамічну піддатливість та динамічні переміщення як функції 
частоти коливань з демпфіруванням, обумовленим сухим тертям. 

Ключові слова: метод гармонічного балансу, аналіз, маятникові коливання, вантаж, пуск/гальму-вання, мостові крани. 
 
АННОТАЦИЯ. Приведен анализ маятниковых колебаний груза в процессах пуска/торможения мостовых кранов. Приме-

нение метода гармонического баланса позволяет установить динамическую податливость и динамические перемещения 
как функции частоты колебаний с демпфированием, обусловленным сухим трением. 

Ключевые слова: метод гармонического баланса, анализ, маятниковые колебания, груз, пуск/торможение, мостовые 
краны. 

 
SUMMARY. Purpose. Definitions of the principal patterns of load motion (pendular oscillations) in the start up/slow down modes of 

the hoisting (overhead) cranes. Methodology/approach. Researches in this work have analytical character with application in the dy-
namical analysis of the overhead crane’s “load wagon – rope - load” system of the harmonic balance method allowing adequately take 
into account existing forces of the rubbing friction. Findings. Results received in prospect may applied for specification and modification 
of the existing engineering methods of the similar systems’ calculations both at the stage of their designing/drafting and at the stage of 
real exploitation. Research limitations/implications. Application of the harmonic balance method for the load pendular oscillations 
analysis at the start up/slow down modes of the overhead cranes allowed defining amplitude and phase-frequency characteristics of the 
arising oscillations given the rubbing friction forces. The existing rubbing friction in the cranes’ system does not delete unrestricted in-
crease of the resonance oscillations’ amplitude. Originality/value. The work has scientific and practical interest.  

Key words: harmonic balance method, analysis, pendular oscillations, load, start up/slowdown, bridge cranes. 

______________________________________________________________________________________ 
 

Постановка проблеми. При роботі кра-
нів спостерігаються маятникові коливання 
вантажу, котрі викликають нерівномірний 
рух кранів або їх вантажних візків, додат-
кові навантаження на силові елементи кра-
нів, створюють незручності при їх експлуа-
тації, що необхідно враховувати при уточ-
нених розрахунках кранів. 
У мостових, козлових і деяких інших 

кранів стандартних параметрів, які перемі-
щуються вздовж рейкового шляху, частота 
маятникових коливань вантажу відносно 
крана суттєво нижче частоти пружних ко-
ливань кранової металоконструкції і транс-
місії механізму пересування. Навіть за ма-
лої довжини виска канатів (не більше 3 м) 
частота маятникових коливань вантажу не 
перевищує 2…2,6 рад/с, у той час як часто-
та пружних коливань кранів у кілька разів, 
а то й у десятки разів вище. 
Отже, маятникові коливання вантажу 

можна вважати практично незалежними від 

пружних коливань крана й при їх розрахун-
ку металоконструкцію і трансмісію механі-
зму пересування можна приймати абсолю-
тно жорсткими. При визначенні динаміч-
них навантажень, діючих на металоконст-
рукцію і трансмісію механізму пересуван-
ня, закон зміни горизонтальної складової 
натягу канатів, що виникає у результаті ма-
ятникових коливань вантажу, можна задати 
у вигляді відомої функції часу, визначеної 
за схемою абсолютно жорсткого крана. Цей 
прийом дозволяє знизити порядок рівнянь 
руху кранової динамічної системи на дві 
одиниці. 
На думку авторів даної роботи, задачі 

аналізу динамічних навантажень кранів у 
процесах їх пуску та гальмування, а також 
розгойдування вантажу при цьому вимага-
ють подальшого уточнення, вдосконалення 
і чисельно-аналітичних досліджень. 
Огляд публікацій за темою досліджен-

ня. Динаміку вантажопідйомних кранів ви-
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вчав Н.А. Лобов [1], а коливання механіч-
них (деформованих) систем – автори [2, 3]. 
Проте, у створених вказаними авторами 
моделях не враховані сили сухого тертя, які 
притаманні крановим системам. Ці сили 
вносять нелінійні збурення у рух кранів, 
вантажних візків і вантажів на канатах, 
з’єднаних із вказаними візками. Ця обста-
вина суттєво ускладнює динамічний аналіз 
задачі (навіть для невеликих кутів відхи-
лення вантажу на канаті (ϕ ) від вертикалі, 
тобто 1<<ϕ ). Але використання методу 
гармонічного балансу [4] дозволяє відшу-
кати, на погляд авторів даної роботи, хоча й 
наближені, але досить “точні” (в межах 
розглянутої моделі) аналітичні розв’язки 
типових динамічних задач для кранових 
систем. Саме цьому і присвячене дане до-
слідження. 
Мета даної роботи полягає у встанов-

ленні основних закономірностей руху (зок-
рема, маятникових коливань) вантажу в 
режимах пуску/гальмування вантажопідйо-
мних (мостових) кранів. При цьому вико-
ристаний у динамічному аналізі системи 
“вантажний візок – канат – вантаж” мосто-
вого крана метод гармонічного балансу, 
який дозволяє адекватно враховувати наяв-
ні сили сухого тертя. 
Виклад основного матеріалу 
Розрахункова схема (як і аналогова) для 

аналізу маятникових коливань вантажу на 
канаті наведена у [1]. Щоправда, у зазначе-
ній роботі відсутній аналіз вказаних коли-
вань за наявної сили сухого тертя вантаж-
ного візка з рейками. 
Приймаючи гіпотезу малих кутів відхи-

лення канатів від вертикалі [1], зведемо ма-
тематичну модель до наступної системи 
диференціальних рівнянь: 

( )
( )

( )







=⋅⋅µ+

+−⋅+⋅

=−⋅+⋅

,sign

;0

2

12122

21111

tPWN

WWkWm

WWkWm

&

&&

&&

            (1) 

де 1W  – горизонтальне переміщення маси 

1m  (вантажу на канаті); 2W  – горизонталь-

не переміщення маси 2m  (вантажного віз-

ка); 
H

gm
k

⋅= 1
1 ; 2/81,9 смg = ; H  – довжина 

виска каната; ( ) gmmN ⋅+= 21 ; µ  – коефіці-
єнт тертя ковзання вантажного візка вдовж 
рейкового шляху; ( )tP  – сумарне тяго-
ве/гальмівне зусилля привідних коліс крана 
(чи візка). 
Розглянемо рух крана з гнучко підвіше-

ним вантажем у період його розгону. Оскі-
льки період маятникових коливань вантажу 
більше чи одного порядку з часом розгону 
крана, при розв’язуванні системи (1) можна 
прийняти [1], що рушійна сила привідного 
двигуна механізму пересування постійна і 
дорівнює середньому значенню пускового 
зусилля (тобто ( ) constPtP == 0 ). (Якщо 

враховувати сили опору оточуючого ван-
таж повітряного середовища, тоді у першо-
му рівнянні системи (1) слід у правій час-
тині поставити ( )tF ). 

Звичайно, за наявної ( )tF  та ( )tP  така 
задача, порівняно з розв’язаною у [1], має 
більш узагальнену постановку. У подаль-
шому (в межах методу гармонічного балан-
су [4]) будемо розглядати дану задачу у 
найбільш загальній постановці, тобто: 

( ) ( )
( )

( )







=⋅⋅µ+

+−⋅+⋅

=−⋅+⋅

.sign

;

2
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&&
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           (2) 

Слід зазначити, що досить важко отри-
мати точні розв’язки задач динаміки для 
тих систем з демпфіруванням, які мають 
більше одного степеня вільності руху. (Де-
мпфірування обумовлене тертям у деякій 
точці). Однак наближені розв’язки можуть 
бути отримані досить легко за допомогою 
методу гармонічного балансу. Застосуємо 
цей підхід для (2). Ці рівняння 
розв’язуються, якщо прийняти, що ( )tW2 – 
гармонічна функція часу:  

( ) tWtW ⋅ω⋅= cos22 .Тоді tWW ω⋅ω−= sin22
& , 

а функцію ( )tW ⋅ω⋅⋅ω− sinsign 2  необхідно 
розкласти у ряд за гармоніками частоти ω  
[4]: 

 
( ) ( )

( ).cos,sinsin
4

sinsignsign

2

2

22

tntnt
W

W

tWW

⋅ω⋅⋅ω⋅Ο+⋅ω⋅⋅
π

−=

=⋅ω⋅⋅ω−=&

(3) 
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Тоді для останнього члена лівої частини 
другого рівняння системи (2) отримаємо: 

( ) t
W

WN
WN ⋅ω⋅⋅

π
⋅µ⋅−=⋅⋅µ sin

4
sign

2

2
2
& .  (4) 

Будемо вважати, що: 

( )
( )







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1211
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tPtPtP
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       (5) 

Підставляючи ці вирази у (2) й збираючи 
коефіцієнти при функціях t⋅ωsin  та 
cos tω⋅ , отримаємо систему рівнянь: 

( )
( )
( )
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;
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З другого та четвертого рівнянь (6) має-
мо: 
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З першого та третього рівнянь (6) визна-
чаємо 11W  та 2W : 
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Розглянемо спочатку ( )tF : 
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Звідси: 
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Для 2W  маємо: 
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2
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Для 1W  маємо: 
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У подальшому розглянемо ситуацію, ко-

ли: ( ) 0≡tF , а 02 >W&  (тобто нехтуємо си-
лою опору повітря, яке діє на вантаж, і роз-
глядаємо період/процес розгону вантажно-
го візка). 
Для цього випадку маємо: 

( )
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;
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   


− ⋅ω + ⋅
= ∆

 − ⋅ω + ⋅
 =

∆


   (13) 

 
При виконанні умови: 
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1

12

m

k=ω      або     011 ≡P .         (14) 

02 =W , тобто у цьому випадку немає ков-

зання тіла 2 ( 2m  – маса вантажного візка) 
вдовж рейкового шляху. 
Тіло масою 2m  жорстко приєднується до 

основи. Разом з тим рух маси 1m  (вантажу 
на канаті) існує: 
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якщо 011 ≠P . При 011 =P  з (13) маємо: 

1
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1
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P
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π
⋅µ⋅

=                 (16) 

 
Для того, щоб 1W  та 2W  одночасно бу-

ли відмінні від нуля, необхідно, виконуван-
ня умови: 02 >W&  – розгін, 02 <W&  – гальму-
вання/рух у зворотному напрямку вантаж-
ного візка, тобто 

( )
0111

2
1 ≠

∆
⋅+ω⋅− Pkm

.             (17) 

Слід зазначити, що процес навантаження 
навіть у найпростішій двомасовій розраху-
нковій схемі носить досить складний хара-
ктер. Це пояснюється тим, що при кожному 
пуску/гальмуванні системи виникають ви-
мушені пружні коливання мас з певними (у 
тому числі випадковими) початковими 
умовами. Якщо у задачі, що розглядається, 
для врахування енергії коливань застосову-
ється теорія сухого тертя (з еквівалентною 
лінеаризацією такого виду тертя у в’язке 
тертя), тоді деформація пружного ланцюга 
(каната) 21 qqq −=  (де 1q  – переміщення 
ведучої маси (вантажного візка, масою 

2m ), а 2q  – переміщення веденої маси 1m  
(вантажу на канаті)), пов’язана з наванта-
женням прS  у ланцюгу (канаті) формулою 

cqSпр ⋅=  (c  – коефіцієнт жорсткості сис-

теми, kc ≡ ), визначається у результаті 
розв’язку диференціального рівняння: 

( )tA
mm

qqnq r ⋅
⋅

=⋅ν+⋅⋅+
21

2 1
2 &&& ,      (18) 

де n  – параметр, який характеризує зату-

хання коливань, 
( )

ω⋅⋅⋅⋅π
+⋅⋅µ=
Amm

mmN
n

21

21 , 

tAq ⋅ω⋅= cos , ( )
21

21

mm

mmc
r ⋅

+⋅=ν  – кругова 

частота вільних коливань відповідної кон-
сервативної системи; ( )tA  – зовнішній 

вплив, ( ) ( )tSmtA д⋅= 1 , де ( )tSд  – зусилля 

двигуна чи гальмівне зусилля. Оскільки ви-
користане представлення tAq ⋅ω⋅= cos , 
тоді після його підстановки у рівняння (18) 
отримаємо: 

( )

( ) ( )
.cos

sin
4

21

21

21

212

mm

mm
tF

t
mmA

mmAN
qq r

⋅
+⋅γ+⋅ω⋅=

=⋅ω⋅
⋅⋅⋅π

+⋅⋅⋅µ⋅−⋅ν+&&
(19) 

 
У (19) F  – амплітуда сили двигуна/га-

льм; γ  – початкова фаза коливань; ω  – час-
тота (кругова) коливань. Подібний режим 
виникає при буксуванні крана вдовж рей-
кового шляху (по суті, ω  – частота буксу-
вань, котрі виникають з тих чи інших при-
чин). 
Рівняння (19) виникає як результат екві-

валентної лінеаризації (за силами тертя) 
задачі: 

( ) ( )

( ) ( ) .;cos

;sign

21

21*

*

mm

mm
mtFtF

qNtFqcqm

+
⋅=γ+⋅ω⋅=

⋅⋅µ−=⋅+⋅ &&&

  (20) 

 
Прирівнюючи праві й ліві частини (19), 

отримаємо два рівняння для коефіцієнтів 
при t⋅ωsin  та t⋅ωcos  (вважаючи 

tAq ⋅⋅= ωcos ), з яких і знаходимо A  та γ : 
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( )
















⋅µ=
ω⋅−⋅










π
⋅µ⋅

=γ

=

ω
ω−










π
⋅−

=

.;

4

tg

;;

1

4

2*

0

2
0

2

2
2
0

c

N
a

mcA

N

c

F
A

a
A

A

    (21) 

Цей наближений розв’язок (19) відрізня-
ється несуттєво від точного розв’язку (20) , 
отриманого нижче, але при цьому зберігає 
всі суттєві якісні характеристики. При 

π
⋅>> a

A
4

0  обидва розв’язки (21) і точний 

(див. далі) співпадають. 
Для точного розв’язку (20) маємо: 

а) при 
ω
π≤≤ t0  

( )

( )

0

0

0

2

2
0

0 *

1
2

2
0

2
2

0
0 2

0

cos
2

1
cos

2

cos
;

1

;

tg 1 ;

tg 1
2

t

q t a

A t

c

m

A

a

−

   π  ω ⋅ −    ⋅ω    = ⋅ − +
 π  ω ⋅   ⋅ω  
 ⋅ ω⋅ + γ
 +

 ω −  ω  

ω =

  
  
  
 γ = − − 
    π⋅ω ω ⋅ω ⋅ ⋅ −     ⋅ω ω     

(22) 

б) якщо коливання продовжуються за цим 
режимом руху безперервно, тоді для ( )tq  

правдива умова ( ) 0>tq& , що призводить до 
наступної нерівності: 

( )
0

1

sin

2
cos

2
sin

2
0

2

0

0

0

<










ω
ω−

γ+⋅ω⋅
−










ω⋅
π⋅ω


















ω⋅
π−⋅ω⋅

tA
ta

, (23) 

яка і є умовою існування незгасаючих ко-
ливань.  
За допомогою аналітичного підходу мо-

жна отримати розв’язок і для другої поло-

вини циклу (
ω
π≤≤

ω
π 2

t ), коли ( ) 0<tq& . За-

значимо, що при ∞→q  0ω→ω , тобто тер-

тя (типу “сухого”) не перешкоджає виник-
ненню при резонансі нескінченно великих 
амплітуд коливань. Однак ця умова не зав-
жди справедлива для більш складних сис-
тем [4]. 
Далі наведені графічні залежності A  та 

γ  для наближеного розв’язку (21) як функ-

ції 
0ω

ω
 за інших заданих значеннях вихід-

них даних (параметрів) кранової системи, 
що розглядається. 

 
     Рис. 1. Залежність A  від 

0ω
ω  (амплітуд-

но-частотна характеристика резонансу 0ω=ω ) 

     Fig. 1. Dependence A  on 
0ω

ω (amplitude 

frequency characteristic resonance 0ω=ω ) 

 
     Рис. 2. Залежність γ  від 

0ω
ω  (фазочастот-

на характеристика резонансу 0ω=ω ): 

2
2
0

*

4

4
arctg










π
⋅−⋅π

⋅=γ
a

A

a  

     Fig. 2. Dependence γ  on 
0ω

ω (phase 

frequency characteristic resonance 0ω=ω ) 

2
2
0

*

4

4
arctg










π
⋅−⋅π

⋅=γ
a

A

a  
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Висновки 
1. Застосування методу гармонічного 

балансу для аналізу маятникових коливань 
вантажу у процесах пуску/гальмування мо-
стових кранів дозволило визначити амплі-
тудно- та фазочастотні характеристики ви-
никаючих коливань за наявної сили сухого 
тертя. 

2. Наявне у крановій системі сухе тертя 
не знищує безмежного зростання амплітуди 
коливань при резонансі ( 0ωω → , ∞→A ). 

3. Отримані у даній роботі результати 
можуть бути у подальшому використані 
для уточнення та вдосконалення існуючих 
інженерних методів розрахунку подібних 
систем як на стадіях їх проектуван-
ня/конструювання, так і у режимах реаль-
ної експлуатації. 
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