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Вступ. Різноманітні розгалужені підводні буксирувані системи (ПБС) 
широко застосовуються при проведенні оглядів акваторій, розвідки і об-
слуговування підводних родовищ, тралового лову риби і т.д. [7,9]. Одним 
з елементів, який істотно впливає на динаміку таких систем, є наявність 
підтримуючого буя. При маневрах на хвилях динамічні натяги досягають 
величин, співмірних з навантаженнями на тихій воді, що необхідно вра-
ховувати при виборі коефіцієнта запасу міцності. Крім того, при вико-
нанні маневрів необхідно вибрати рух буксиру так, щоб мінімізувати час 
маневру і зберегти працездатність ПБС [9]. Для надійної і стабільної ро-
боти таких систем на хвилях необхідне вивчення динамічної поведінки як 
системи в цілому, так і її окремих елементів, тому, що виникаючі в окре-
мих елементах гнучких конструкцій ненапружені ділянки приводять до 
появи ривків і вібрацій у всій системі. Для зменшення дії ривків і вібрації 
в таких системах доцільне використання тросів з в’язкопружними і нелі-
нійно-пружними характеристиками. 

1. Постановка задачі. Для опису руху ПБС у воді виберемо на букси-
руваній системі послідовність точок так, щоб деякі з них співпадали з 
точками кріплення боксів з апаратурою, буйків і т.д. Координати точок в 
нерухомій системі координат Ох1х2х3 будуть kix . Хай в деяких точках  

( )ikP  задані динамічні умови, тобто прикладені зосереджені сили 

( ) ( ) ( )tFF ikik
00

rr
= , Ni ,1= , а в точках ( )ilP , { }Ni ,1=  знаходяться тіла компа-

ктної форми, так що їх можна вважати матеріальними точками, на які 

діють сили. До того ж в деяких точках ( )imP , ( ){ }ikNi ,1=  задані кінема-

тичні умови (закони руху буксировочних кінців) ( ) ( ) ( )tRR imim
00

rr
= . 

Значна зміна форми конструкції під час руху приводить до необхідно-
сті роздільного розгляду її зовнішньої і внутрішньої геометрії, приймаю-
чи для їх визначення підходи Ейлера і Лагранжа відповідно[5]. Зовнішню 
геометрію визначимо в нерухомій системі координат Ох1х2х3  внутрішню - 
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лагранжевою координатою l  – довжина нитки, вимірюваної від деякої 
фіксованої точки Р0 до поточної точки Р.  
Запишемо рівняння руху розгалуженої системи тіл з’єднаних гнучки-

ми елементами в нерухомій прямокутній системі координат Ох1х2х3. 
Використовуючи методику запропоновану в роботах [3,10] і вибравши 

за узагальнені координати просторові координати точок дискретизації, 
рух гнучкого елемента між суміжними точками дискретизації Рi і Рj мож-
на записати через радіус-вектор 

∑
=

=
3

1k
kkijij eRR
rr

,               (1) 

де Rij – функції що виражають зв’язок довжин осі гнучкого елемента і 
координат точок дискретизації. 
Запишемо узагальнені внутрішні сили для гнучких елементів (неліній-

но, непотенціально пружних з одностоторонньою роботою) залежність 
між натягом та відносним видовженням можна зобразити у вигляді  

( ) ( )ε⋅εε= H,fT &                                              (2) 
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Запишемо узагальнені зовнішні сили: 
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 – розподілена поверхнева сила; 
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∫∫=
ijF

ijij
m

ij dFPf
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– розподілена масова сила. 

Використовуючи вирази для кінетичної енергії та її похідних, а також 
узагальнених сил, що діють на гнучкі елементи конструкції, а також кіне-
тичної енергії та її похідних, а також узагальнених сил, що діють на твер-
ді тіла, рівняння руху розгалуженої системи набуде вигляду 
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де N,p 0= ; k=1,2,3; 
ijL

1=ξ . 

Разом з початковими умовами Tti RR
rr

==0| ; Tti VR
r&r ==0| одержимо за-

дачу динаміки розгалуженої системи тіл з’єднаних гнучкими елементами. 
Використовуючи запропоновану методику, запишемо систему рівнянь 

руху розгалуженої просторової дискретно-континуальної конструкції з 
гнучкими протяжними в’язкопружними елементами в рідині. Залежність 
між натягом і відносним видовженням для таких гнучких елементів мож-
на представити в вигляді εε &2EE CCT += . На гнучкий елемент діють та-

кож розподілені поверхневі сили: гідродинамічного опору, інерції приєд-
наної маси рідини , що залучається в сумісний рух, а також розподілені 
об’ємні сили: ваги та сила Архімеда [8]. На тверді тіла діють сили: гідро-
динамічного опору, інерції приєднаної маси рідини, що залучається в су-
місний рух, а також об’ємні сили: ваги та сила Архімеда. Тоді система 
рівнянь руху такої конструкції набуде вигляду 
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І, разом з початковими умовами Tti RR
rr

==0| ; Tti VR
r&r ==0| , одержимо 

задачу динаміки розгалуженої дискретно-континуальної системи в рідині. 
Для розв’язку цієї задачі систему нелінійних рівнянь в частинних по-

хідних (11) зведемо при допомозі локальних параметричних сплайнів до 
задачі Коші для системи звичайних диференційних рівнянь[2,6]. Розраху-
нкову систему рівнянь ( ) rN −+ 13  звичайних диференціальних рівнянь 

другого порядку відносно kjx  можна подати в вигляді: 

).,(]][[ kpkpkp xxx &&& Φ=Μ                                     (5) 

Для чисельного розв’язку системи диференціальних рівнянь, систему 
рівнянь руху (5) необхідно привести до нормального виду. Так як елемен-
ти матриці М залежать від шуканих функцій, то процес нормалізації не-
обхідно проводити на кожному кроці за часом. Але, так як матриця М є 
розрідженою, то при її розв’язку методами виключення деякі елементи 
матриці, що до розв’язку були  нульовими, перестають бути рівними ну-
лю. Використовуючи перестановки стовпців і рядків матриці, можна ско-
ротити кількість ненульових елементів при факторизації, які з'являються. 
Найкращі результати, з погляду мінімального числа ненульових елемен-
тів і, як наслідок, часу розв’язку перетвореної системи, одержані для пе-



ISSN 0132-1471. Опір матеріалів і теорія споруд. 2004. №75                          31 
 

 

рестановки, що була отримана при використанні алгоритму мінімального 
ступеня [3] Розв'язок нормалізованої нелінійної задачi Коші (12) знахо-
димо чисельно, користуючись багатокроковими методами типу предик-
тор-коректор [10,5].  

2. Аналіз динаміки системи. Використовуючи запропонований алго-
ритм, розглянемо буксирування системи яка складається з двох гілок тра-
лення, які розтягуються в протилежні сторони при допомозі вертикальних 
крил відвідників, що мають постійну силу F0 відведення, направлену пер-
пендикулярно до лінії буксирування в різні боки, підтримуючого буя який 

кріпиться до точки розгалу-
ження, на хвилюванні рис. 1. 
Конкретні розрахунки 

прово-дилися для таких па-
раметрів ПБС довжина бук-
сирного кінця до точки роз-
галуження 200м, довжини 
відвідників по 100м,  під-
тримуюча гілку завдовжки 
100м. Початок системи ко-
ординат сумістимо з точкою 
кріплення буксира. Задамо 
напрям осі Ox1 проти ходу 

хвиль, осі Ox3 - проти напряму вектора g
r

, а вісь Ox2 направлена так, щоб 

доповнювала трійку правої системи координат. Тоді закон руху буксиру-
ваного кінця прийме вигляд: 
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де xH – початкове відхилення точки буксирування від початку координат. 
Як початкова конфігурація вибрана необурена конфігурація структури: 
підводний апарат знаходиться на глибині 200 м, буй - на поверхні води 
(рис. 1). Конкретні розрахунки проводилися для таких параметрів ПБС: 
довжина буксировочного троса 200 м, погонна маса троса 3кг/м, площа 
поперечного перетину кабель-троса ijF =0,0003м2, коефіцієнти пружності 

EijC =107
Н і вязкоупругості ijEC

2
=0,02 EijC⋅ , коефіцієнти опору руху 

ijCτ =0,78кг/м2, nijC =15,6кг/м2, коефіцієнт приєднаної маси aijC =0,4кг/м. 

Площа мідельового перетину циліндричного буйка 1м2, маса 100 кг. Сила 
відведення F0 = 1000H. 
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Розглянемо зміну натягнення в різних точках конструкції ПБС в часі 
при зміні швидкості буксирування, коли хвилювання відсутнє (на тихій 
воді). На рис. 2 представлені зміни натягнення при східчастій зміні швид-
кості буксирування з bV  = 1 м/с на bV  = 3 м/с у момент часу рівний 300 

секунд в точці кріплення буйка. З малюнка можна зробити висновок, що 
при миттєвій зміні швидкості натягнення значно збільшується, причому в 
початковий момент збільшується сходинкою, а потім плавно виходить на 
новий стаціонарний рух. На укрупненому фрагменті видно, що вязкоуп-
ругость добре згладжує вібрації, що виникають в пружному тросі. Розг-
лянемо зміну натягу в різних точках конструкції ПБС в часі при зміні 
швидкості буксирування. 
На рис. 3 представлені зміна 

натягу при сходинковій зміні 
швидкості буксирування з Vb = 
1м/c на Vb = 4м/c у момент часу 
рівний 300 секунд у корінному 
кінці(точці буксирування) (кри-
ва 1), у точці кріплення відвід-
ника (крива 2) та у точці кріп-
лення буя (крива 3), при хвилях 
з періодом T_w=5,6 c З малюнка 
можна зробити висновок, що 
зміна натягнення носить самий 
різний характер. Так в корінно-
му кінці при зростанні швидко-
сті буксирування ростуть як 
самі значення натягy так і амп-
літуда зміни натягу Tа = Tmax -
Tmin. В точці ж кріплення відвід-
ника характер пведінки натягу 
такий же самий. В точці кріплення буя середнє значення натягу спочатку 
сильно зростає, а потім зеншується до величин трохи більших чим до змі-
ни швидкості, а амплітуда суттєво зростає. Причому як в корінному кінці 
так і біля відвідника спостерігаються ривки. Такі ж закономірності збері-
гаються для середніх значень натягнення і амплітуд і при інших зростан-
нях швидкості буксирування, тоді як для Tmax таких закономірностей не-
має. 
На рис. 4 представлені пере-

міщення по глибині (координата 
x3) точки кріплення буя системи 
при  хвилях з періодом ТW= 5,6c 

Рис. 3 

Рис. 4 

Рис. 5 

Рис. 3 
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і при зміні швидкості буксиру-
вання з 1м/с до 2м/с у момент 
часу рівний 300 секунд (1 - без 
хвилювання, 2 – на хвилях), ба-
чимо, що амплітуда коливань буя 
при збільшенні швидкості букси-
ровки зменшилась, і притоплення 
буя зменшилось. При зміні швид-
кості буксирування з 1м/с до 4м/с 
амплітуда коливань буя  також 

зменшилась, але притоплення збільшилось, що слідує із рис. 5 де пред-
ставлені переміщення по глибині (координата x3) точки кріплення буя 
системи при  хвилях з періодом ТW= 5,6c.  
Представлені на рис. 6 переміщення відвідників (точки 3P  4P  в пло-

щині x10x2 при переході з Vb =1м/c на 4м/с показує значне звуження зони 
захвату тралення. 
Поява ривків спостерігається як при сходинковому збільшенні швидкості 
буксирування так і при її зменшенні. 
Запропонований спосіб розрахунку динаміки посторових розгалуже-

них буксируваних структур дозволяє визначити кінематичні і силові ха-
рактеристики конструкції під дією хвилювання з врахуванням розслаб-
лення в окремих її елементах. Проведений аналіз дозволяє зробити такі 
висновки: вязкоупругость впливає тільки при різкій зміні швидкості бук-
сирування і практично не впливає при буксируванні на регулярному мор-
ському хвилюванні, тобто коли немає ривків. 
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