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ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ В ЗАДАЧАХ СПРЯЖЕНОГО 
ТЕПЛООБМІНУ. 

 
Розглядається застосування ітераційного методу до розв’язання 

інтегрального рівняння, яке моделює спряжену задачу теплообміну. 
Аналізується збіжність ітерацій в залежності від фізичних параметрів задачі. 
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  В будівельній галузі широко застосовуються різноманітні сучасні 
матеріали, які мають полімерні плоскі поверхні. Розглянемо математичну 
модель процесу  формування плівки з розплаву полімеру за допомогою 
струменевого охолодження. Теплообмін між матеріалом і теплоносієм в таких 
системах відбувається в умовах достатньо складного руху 1. З загальної теорії 
теплообміну в пограничному шарі відомо, що в цьому випадку вплив ефекту 
неізотермічності достатньо вагомий. І для виконання достовірних, навіть 
наближених розрахунків теплового стану тіла в потоці теплоносія, необхідно 
розглядати спряжену задачу теплообміну. Таким чином розглядається 
обтікання теплоносієм рухомого неперервного плоского тіла. Математична 
постановка спряженої задачі теплообміну при несиметричному струменевому 
охолоджені рухомої пластини наведена в 1. Розглянемо математичну модель 
простішого випадку  -  рухається розплав, який є неперервною термічно тонкою 
площиною  з певною температурою. Він обтікається теплоносієм з відповідно 
меншою температурою. В результаті охолодження утворюється певний 
полімерний матеріал. Причому якість і властивості цього матеріалу залежать 
від режимів обтікання і відповідно охолодження. Розглянемо рівняння переносу 
тепла в пластині (розплав полімеру), що рухається зі швидкістю 𝑈𝑈 
 

𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕  = 𝑎𝑎 𝜕𝜕2𝑇𝑇(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝜕𝜕𝑦𝑦2     (1) 

де  T(x,y) – поле розподілу температур,   x,y – декартові координати, вісь ох 
співпадає з напрямом потоку і направлена вздовж поверхні пластини, вісь оу 

 

має напрям перпендикуляра до пластини, 𝑎𝑎 = 𝜆𝜆
𝑐𝑐𝑝𝑝𝜌𝜌 - коефіцієнт 

температуропровідності. Будемо вважати, що ефектом продольної 
теплопровідності матеріалу можна нехтувати порівняно з конвективним 
переносом зі швидкістю 𝑈𝑈. Мають місце наступні граничні і початкові умови. 
При 𝑥𝑥 = 0 (на початку пластини) T=Т0, при 𝑥𝑥 = 0, y→ ∞ температура 
теплоносія на границі пограничного шару товщиною 𝛿𝛿: T=Т∞. Запропонований 
метод базується на редукції до простішого рівняння і повязаний з усередненням 
по y в межах пограничного шару та переходом до усередненої температури, яка 
залежить від x: 

𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 1
𝛿𝛿 ∫ 𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝛿𝛿

0
 

Проінтегруємо обидві частини рівняння (1). Тоді  𝜌𝜌𝑐𝑐𝑝𝑝𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕. Гранична 

умова третього роду для рівняння (1) має вигляд 𝑞𝑞𝑥𝑥 =  −𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 при y=𝛿𝛿. Згідно з 2 

вплив ефекту неізотермічної поверхні на коефіцієнт тепловіддачі враховується 
за допомогою функції впливу участку, що не обігрівається, а саме 
 

𝑞𝑞𝑥𝑥 =  −𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =∝ (𝑥𝑥) [𝑇𝑇0 − 𝑇𝑇∞ + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0 𝑑𝑑𝑑𝑑] (2).  

де функція впливу є 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = [1 − (𝜉𝜉
𝑥𝑥)𝑐𝑐1]

−𝑐𝑐2 , ∝ (𝑥𝑥) – коефіцієнт тепловіддачі 
ізотермічної поверхні. Параметри 𝑐𝑐1,𝑐𝑐2 ( 𝑐𝑐1 < 1, 𝑐𝑐2 < 1) залежать від режиму 
обтікання теплоносія і наведені в 2. В цій роботі докладно наведено виведення 
формул, які використані в 1. Якщо перейти до безрозмірної температури  
 𝜃𝜃 = 𝑇𝑇−𝑇𝑇∞

𝑇𝑇0−𝑇𝑇∞  , то рівняння (1) з урахуванням (2) буде мати вигляд: 

 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑐𝑐𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑=−∝ (𝑥𝑥) [1 + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥
0 𝑑𝑑𝑑𝑑] (3) 

 
Введемо заміну аргумента за формулою 𝑧𝑧 = 1

𝑐𝑐𝑝𝑝𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 ∫ 𝛼𝛼(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 . Як відомо з 2 

∝ (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥−𝛽𝛽 , де  𝛽𝛽  = 34   для ламінарного режиму теплоносія і 𝛽𝛽= 9
16   для 

турбулентного. Тоді (3) прийме достатньо простий вигляд 
 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  −1 − ∫ 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑   (4) 

 

𝜃𝜃(0) = 1,  𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂) =[1 − (𝜂𝜂
𝑧𝑧)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽]

−𝑐𝑐2
. 
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Розглядається застосування ітераційного методу до розв’язання 

інтегрального рівняння, яке моделює спряжену задачу теплообміну. 
Аналізується збіжність ітерацій в залежності від фізичних параметрів задачі. 
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  В будівельній галузі широко застосовуються різноманітні сучасні 
матеріали, які мають полімерні плоскі поверхні. Розглянемо математичну 
модель процесу  формування плівки з розплаву полімеру за допомогою 
струменевого охолодження. Теплообмін між матеріалом і теплоносієм в таких 
системах відбувається в умовах достатньо складного руху 1. З загальної теорії 
теплообміну в пограничному шарі відомо, що в цьому випадку вплив ефекту 
неізотермічності достатньо вагомий. І для виконання достовірних, навіть 
наближених розрахунків теплового стану тіла в потоці теплоносія, необхідно 
розглядати спряжену задачу теплообміну. Таким чином розглядається 
обтікання теплоносієм рухомого неперервного плоского тіла. Математична 
постановка спряженої задачі теплообміну при несиметричному струменевому 
охолоджені рухомої пластини наведена в 1. Розглянемо математичну модель 
простішого випадку  -  рухається розплав, який є неперервною термічно тонкою 
площиною  з певною температурою. Він обтікається теплоносієм з відповідно 
меншою температурою. В результаті охолодження утворюється певний 
полімерний матеріал. Причому якість і властивості цього матеріалу залежать 
від режимів обтікання і відповідно охолодження. Розглянемо рівняння переносу 
тепла в пластині (розплав полімеру), що рухається зі швидкістю 𝑈𝑈 
 

𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥,𝑦𝑦)
𝜕𝜕𝜕𝜕  = 𝑎𝑎 𝜕𝜕2𝑇𝑇(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

𝜕𝜕𝑦𝑦2     (1) 

де  T(x,y) – поле розподілу температур,   x,y – декартові координати, вісь ох 
співпадає з напрямом потоку і направлена вздовж поверхні пластини, вісь оу 

 

має напрям перпендикуляра до пластини, 𝑎𝑎 = 𝜆𝜆
𝑐𝑐𝑝𝑝𝜌𝜌 - коефіцієнт 

температуропровідності. Будемо вважати, що ефектом продольної 
теплопровідності матеріалу можна нехтувати порівняно з конвективним 
переносом зі швидкістю 𝑈𝑈. Мають місце наступні граничні і початкові умови. 
При 𝑥𝑥 = 0 (на початку пластини) T=Т0, при 𝑥𝑥 = 0, y→ ∞ температура 
теплоносія на границі пограничного шару товщиною 𝛿𝛿: T=Т∞. Запропонований 
метод базується на редукції до простішого рівняння і повязаний з усередненням 
по y в межах пограничного шару та переходом до усередненої температури, яка 
залежить від x: 

𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 1
𝛿𝛿 ∫ 𝑇𝑇(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝛿𝛿

0
 

Проінтегруємо обидві частини рівняння (1). Тоді  𝜌𝜌𝑐𝑐𝑝𝑝𝑈𝑈 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕. Гранична 

умова третього роду для рівняння (1) має вигляд 𝑞𝑞𝑥𝑥 =  −𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 при y=𝛿𝛿. Згідно з 2 

вплив ефекту неізотермічної поверхні на коефіцієнт тепловіддачі враховується 
за допомогою функції впливу участку, що не обігрівається, а саме 
 

𝑞𝑞𝑥𝑥 =  −𝜆𝜆 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 =∝ (𝑥𝑥) [𝑇𝑇0 − 𝑇𝑇∞ + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥

0 𝑑𝑑𝑑𝑑] (2).  

де функція впливу є 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) = [1 − (𝜉𝜉
𝑥𝑥)𝑐𝑐1]

−𝑐𝑐2 , ∝ (𝑥𝑥) – коефіцієнт тепловіддачі 
ізотермічної поверхні. Параметри 𝑐𝑐1,𝑐𝑐2 ( 𝑐𝑐1 < 1, 𝑐𝑐2 < 1) залежать від режиму 
обтікання теплоносія і наведені в 2. В цій роботі докладно наведено виведення 
формул, які використані в 1. Якщо перейти до безрозмірної температури  
 𝜃𝜃 = 𝑇𝑇−𝑇𝑇∞

𝑇𝑇0−𝑇𝑇∞  , то рівняння (1) з урахуванням (2) буде мати вигляд: 

 
𝛿𝛿𝛿𝛿𝑐𝑐𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑=−∝ (𝑥𝑥) [1 + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥
0 𝑑𝑑𝑑𝑑] (3) 

 
Введемо заміну аргумента за формулою 𝑧𝑧 = 1

𝑐𝑐𝑝𝑝𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 ∫ 𝛼𝛼(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 . Як відомо з 2 

∝ (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥−𝛽𝛽 , де  𝛽𝛽  = 34   для ламінарного режиму теплоносія і 𝛽𝛽= 9
16   для 

турбулентного. Тоді (3) прийме достатньо простий вигляд 
 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  −1 − ∫ 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑   (4) 

 

𝜃𝜃(0) = 1,  𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂) =[1 − (𝜂𝜂
𝑧𝑧)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽]

−𝑐𝑐2
. 
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Проінтегруємо за частинами (4). Враховуючи граничну умову, одержимо  
 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  −1 − [𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝑧𝑧)𝜃𝜃(𝑧𝑧) − 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 0)𝜃𝜃(0)] + ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0 𝜃𝜃(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑 
  

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0 𝜃𝜃(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑. 
 

Розкладемо в ряд Тейлора функцію 𝜃𝜃(𝜂𝜂)в околі точки z. Це буде ряд вигляду: 
 

𝜃𝜃(𝜂𝜂) = 𝜃𝜃(𝑧𝑧) +∑ 1
𝑘𝑘!

𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘  ∞

𝑘𝑘=1 (𝑧𝑧 − 𝜂𝜂)𝑘𝑘== 𝜃𝜃(𝑧𝑧) +∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘

∞
𝑘𝑘=1  1

𝑘𝑘!
𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑧𝑧 − 𝜂𝜂)𝑘𝑘

𝑧𝑧𝑘𝑘⁄ , 
Звідки отримуємо: 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑=- 𝜃𝜃(𝑧𝑧) + ∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘 1

𝑘𝑘! ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧
0 (1 − 𝜂𝜂

𝑧𝑧)𝑘𝑘d𝜂𝜂, 
 

Зробивши інтегрування за частинами, а потім заміну змінних в інтегралі  𝜂𝜂𝑧𝑧 = 𝑡𝑡,
𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑡𝑡 ∈ [0,1] і враховуючи, що 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 0) = 1, маємо: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑=- 𝜃𝜃(𝑧𝑧) + ∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃 

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘 1

𝑘𝑘! [−1 + ∫ 𝑘𝑘1
0 (1 − (𝑡𝑡)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽)

−𝑐𝑐2
(1 − 𝑡𝑡)𝑘𝑘−1𝑑𝑑𝑑𝑑]. 

 

Розкладемо за формулою бінома Ньютона (1 − 𝑡𝑡)𝑘𝑘−1, і введемо заміну (𝑡𝑡)
𝑐𝑐1

1−𝛽𝛽=y, 
тоді інтеграл зведеться до вигляду бета функції, а саме: 
B(a,b)=∫ 𝑦𝑦𝑎𝑎−11

0 (1 −  𝑦𝑦)𝑏𝑏−1. 
Введемо позначення  
 

𝑔𝑔𝑘𝑘 = (−1)л+1

𝑘𝑘! {−1 + 𝑘𝑘(1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

∑ (𝑘𝑘−1)!
𝑚𝑚!(𝑘𝑘−1−𝑚𝑚)!

𝑘𝑘−1
𝑚𝑚=0  𝐵𝐵 ((𝑚𝑚+1)(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
, 1 − 𝑐𝑐2)}. (5) 

 
Тоді рівняння (4) буде мати вигляд: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  = - 𝜃𝜃(𝑧𝑧) − ∑ 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑘𝑘  

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑔𝑔𝑘𝑘    (6) 

 
де 𝑔𝑔𝑘𝑘  має вигляд (5), параметри 𝛽𝛽, 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2 залежать від режимів обтікання. Для 
різних умов обтікання поверхонь обмежених тіл вони визначені в 2 та 3. Так 
при турбулентному режимі обтікання с2 = 0.063, а при ламінарному  

 

с2 = 0.37. При цьому послідовність (5) збігається до 0. Тому суттєвий вклад 
дають перші два - три члени послідовності. Перетворимо тотожньо рівняння 
(4): 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = -𝜃𝜃 − 𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃)    (7) 
 

𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃) =  −1 − ∫ 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜃𝜃 + 𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑. (8)  

 
Розглянемо ітераційну схему для неоднорідного рівняння (7). В якості 0–
наближення розв’яжемо диференціальне рівняння наступного вигляду: 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃0
𝑑𝑑𝑑𝑑  =−𝜃𝜃0 −  𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝜃𝜃0

𝑑𝑑𝑑𝑑 ,  𝜃𝜃(0) = 1. 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = − 𝜃𝜃0

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧. 

 
𝜃𝜃0 = (1 + 𝑔𝑔1𝑧𝑧)−1 𝑔𝑔1⁄ . 

Тоді 1-е наближення 
𝑑𝑑𝜃𝜃1
𝑑𝑑𝑑𝑑  = − 𝜃𝜃1

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃0) , 𝜃𝜃1(0) = 1 
Тоді n- наближення 

 
𝑑𝑑𝜃𝜃𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑  = − 𝜃𝜃𝑛𝑛

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) , 𝜃𝜃𝑛𝑛(0) = 1. 
 

За методом варіації довільної сталої отримаємо n- ітерацію розв’язку інтегро–
диференціального рівняння 
 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑧𝑧) = 1
(1+𝑔𝑔1𝑧𝑧)1 𝑔𝑔1⁄ (1 + ∫ 𝑄𝑄(𝑡𝑡, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1)(1 + 𝑔𝑔1𝑡𝑡)1 𝑔𝑔1⁄𝑧𝑧

0 dt.  (9) 

Дослідимо збіжність такого ітераційного процесу (9). Розглянемо інтегральне 
рівняння (4) відносно похідної 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑  . Як відомо з 4, при с2 < 1 ядро рівняння (4) 

може бути приведено до вигляду 𝐾𝐾(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 𝐿𝐿(𝑥𝑥,𝑧𝑧)
(𝑥𝑥−𝑧𝑧)𝑐𝑐2. При цьому рівняння має 

єдиний розв’язок, який може бути отриманий методом послідовних наближень. 
При с2 < 0,5 неперервним буде ядро K(𝑥𝑥, 𝑧𝑧). Будемо вважати, що похідні 𝜃𝜃′𝑛𝑛(𝑧𝑧)   
і функції  𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑧𝑧) звязані співвідношенням. Існує таке довільне число С, що 

|𝜃𝜃′𝑛𝑛 − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−1| < 𝐶𝐶|𝜃𝜃𝑛𝑛 − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1|             (10) 
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Проінтегруємо за частинами (4). Враховуючи граничну умову, одержимо  
 

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =  −1 − [𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝑧𝑧)𝜃𝜃(𝑧𝑧) − 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 0)𝜃𝜃(0)] + ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0 𝜃𝜃(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑 
  

 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧

0 𝜃𝜃(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑. 
 

Розкладемо в ряд Тейлора функцію 𝜃𝜃(𝜂𝜂)в околі точки z. Це буде ряд вигляду: 
 

𝜃𝜃(𝜂𝜂) = 𝜃𝜃(𝑧𝑧) +∑ 1
𝑘𝑘!

𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘  ∞

𝑘𝑘=1 (𝑧𝑧 − 𝜂𝜂)𝑘𝑘== 𝜃𝜃(𝑧𝑧) +∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  
𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘

∞
𝑘𝑘=1  1

𝑘𝑘!
𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑧𝑧 − 𝜂𝜂)𝑘𝑘

𝑧𝑧𝑘𝑘⁄ , 
Звідки отримуємо: 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑=- 𝜃𝜃(𝑧𝑧) + ∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃  

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘 1

𝑘𝑘! ∫ 𝐹𝐹′(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧
0 (1 − 𝜂𝜂

𝑧𝑧)𝑘𝑘d𝜂𝜂, 
 

Зробивши інтегрування за частинами, а потім заміну змінних в інтегралі  𝜂𝜂𝑧𝑧 = 𝑡𝑡,
𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑡𝑡 ∈ [0,1] і враховуючи, що 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 0) = 1, маємо: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑=- 𝜃𝜃(𝑧𝑧) + ∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘𝜃𝜃 

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘 1

𝑘𝑘! [−1 + ∫ 𝑘𝑘1
0 (1 − (𝑡𝑡)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽)

−𝑐𝑐2
(1 − 𝑡𝑡)𝑘𝑘−1𝑑𝑑𝑑𝑑]. 

 

Розкладемо за формулою бінома Ньютона (1 − 𝑡𝑡)𝑘𝑘−1, і введемо заміну (𝑡𝑡)
𝑐𝑐1

1−𝛽𝛽=y, 
тоді інтеграл зведеться до вигляду бета функції, а саме: 
B(a,b)=∫ 𝑦𝑦𝑎𝑎−11

0 (1 −  𝑦𝑦)𝑏𝑏−1. 
Введемо позначення  
 

𝑔𝑔𝑘𝑘 = (−1)л+1

𝑘𝑘! {−1 + 𝑘𝑘(1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

∑ (𝑘𝑘−1)!
𝑚𝑚!(𝑘𝑘−1−𝑚𝑚)!

𝑘𝑘−1
𝑚𝑚=0  𝐵𝐵 ((𝑚𝑚+1)(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
, 1 − 𝑐𝑐2)}. (5) 

 
Тоді рівняння (4) буде мати вигляд: 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  = - 𝜃𝜃(𝑧𝑧) − ∑ 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑘𝑘  

𝑑𝑑𝑧𝑧𝑘𝑘
∞
𝑘𝑘=1 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑔𝑔𝑘𝑘    (6) 

 
де 𝑔𝑔𝑘𝑘  має вигляд (5), параметри 𝛽𝛽, 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2 залежать від режимів обтікання. Для 
різних умов обтікання поверхонь обмежених тіл вони визначені в 2 та 3. Так 
при турбулентному режимі обтікання с2 = 0.063, а при ламінарному  

 

с2 = 0.37. При цьому послідовність (5) збігається до 0. Тому суттєвий вклад 
дають перші два - три члени послідовності. Перетворимо тотожньо рівняння 
(4): 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = -𝜃𝜃 − 𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃)    (7) 
 

𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃) =  −1 − ∫ 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 𝜂𝜂)𝑧𝑧
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜃𝜃 + 𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑. (8)  

 
Розглянемо ітераційну схему для неоднорідного рівняння (7). В якості 0–
наближення розв’яжемо диференціальне рівняння наступного вигляду: 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃0
𝑑𝑑𝑑𝑑  =−𝜃𝜃0 − 𝑔𝑔1𝑧𝑧 𝑑𝑑𝜃𝜃0

𝑑𝑑𝑑𝑑 ,  𝜃𝜃(0) = 1. 
 

𝑑𝑑𝜃𝜃0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = − 𝜃𝜃0

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧. 

 
𝜃𝜃0 = (1 + 𝑔𝑔1𝑧𝑧)−1 𝑔𝑔1⁄ . 

Тоді 1-е наближення 
𝑑𝑑𝜃𝜃1
𝑑𝑑𝑑𝑑  = − 𝜃𝜃1

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃0) , 𝜃𝜃1(0) = 1 
Тоді n- наближення 

 
𝑑𝑑𝜃𝜃𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑  = − 𝜃𝜃𝑛𝑛

1+𝑔𝑔1𝑧𝑧 + 𝑄𝑄(𝑧𝑧, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) , 𝜃𝜃𝑛𝑛(0) = 1. 
 

За методом варіації довільної сталої отримаємо n- ітерацію розв’язку інтегро–
диференціального рівняння 
 

𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑧𝑧) = 1
(1+𝑔𝑔1𝑧𝑧)1 𝑔𝑔1⁄ (1 + ∫ 𝑄𝑄(𝑡𝑡, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1)(1 + 𝑔𝑔1𝑡𝑡)1 𝑔𝑔1⁄𝑧𝑧

0 dt.  (9) 

Дослідимо збіжність такого ітераційного процесу (9). Розглянемо інтегральне 
рівняння (4) відносно похідної 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑  . Як відомо з 4, при с2 < 1 ядро рівняння (4) 

може бути приведено до вигляду 𝐾𝐾(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) = 𝐿𝐿(𝑥𝑥,𝑧𝑧)
(𝑥𝑥−𝑧𝑧)𝑐𝑐2. При цьому рівняння має 

єдиний розв’язок, який може бути отриманий методом послідовних наближень. 
При с2 < 0,5 неперервним буде ядро K(𝑥𝑥, 𝑧𝑧). Будемо вважати, що похідні 𝜃𝜃′𝑛𝑛(𝑧𝑧)   
і функції  𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑧𝑧) звязані співвідношенням. Існує таке довільне число С, що 

|𝜃𝜃′𝑛𝑛 − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−1| < 𝐶𝐶|𝜃𝜃𝑛𝑛 − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1|             (10) 
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Для доведення збіжності ітераційного процесу в просторі неперервних 
функцій розглянемо відповідну норму 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| = 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

| 1
(1 + 𝑔𝑔1𝑡𝑡)1 𝑔𝑔1⁄

 ∫ (𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2))(1 + 𝑔𝑔1𝑥𝑥)1 𝑔𝑔1⁄ )𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
| ≤ 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|∫ (𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2))𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
| ≤ max

0<𝑡𝑡<𝑧𝑧
∫ |𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)|𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

0
 

=∫ |𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧
0 . 

Підставимо (8) в підінтегральний вираз отримаємо відповідну нерівність 

|𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)| ≤ |∫ 𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)(𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

0
| + 

|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|+𝑔𝑔1𝑥𝑥|𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|. 

Враховуючи нерівність Коші-Буняковського 5 для інтегралу, а також 
співвідношення (10), будемо мати 

|𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)| ≤ {∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 }

1 2⁄ {∫ |(𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) −𝑥𝑥

0

𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)|2𝑑𝑑𝑑𝑑}
1 2⁄ + |𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|+𝑔𝑔1𝑥𝑥|𝜃𝜃′

𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|, 

Розглянемо {∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 }

1 2⁄ . Враховуючи явний вигляд підінтегральної 
функції зведемо інтеграл до бета−функції.   

∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0  = ∫ (1 − (𝜂𝜂

𝑥𝑥)
𝑐𝑐1

1−𝛽𝛽⁄
)−2𝑐𝑐2𝑥𝑥

0 d𝜂𝜂. 

Зробивши заміну (𝜂𝜂
𝑥𝑥)

𝑐𝑐1
(1−𝛽𝛽)⁄

=t, отримаємо бета−функцію B(a,b). 

∫ (1 − (𝜂𝜂
𝑥𝑥)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽⁄

)−2𝑐𝑐2𝑥𝑥
0 =  𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
∫ (1 − 𝑡𝑡)−2𝑐𝑐2𝑡𝑡

1−𝛽𝛽 𝑐𝑐1⁄ −11
0 dt=𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
  B((1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
, 1- 2𝑐𝑐2) 

Нехай поверхня обмежена, тобто поточна координата x∈ [0, 𝑙𝑙]. Тоді будемо 

вважати, що |𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

  B((1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

, 1 −  2𝑐𝑐2)|
1 2⁄

< 𝑀𝑀. Тоді: 

 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ ∫ (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥1 2⁄𝑧𝑧
0 +C𝑔𝑔1𝑥𝑥 + 1) max

0≤𝜂𝜂≤𝑥𝑥
|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 Позначимо (MC𝑙𝑙1 2⁄ + 𝐶𝐶𝑔𝑔1𝑙𝑙 + 1) = 𝐴𝐴. Тоді отримаємо: 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ ∫ 𝐴𝐴𝑧𝑧
0 max

0≤𝜂𝜂≤𝑥𝑥
|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)|dx. 

Ітерація цієї формули дає співвідношення 

max
0≤𝑡𝑡≤𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝑛𝑛−1

(𝑛𝑛 − 1)! max
0≤𝑡𝑡≤𝑧𝑧

|𝜃𝜃1(𝑡𝑡) − (𝑡𝑡)| → 0. 
 
Це і доводить збіжність даного ітераційного процесу. Диференціальне 

рівняння (7) чисельно розв’язувалось за методом Рунге Кутта, а потім за 
ітераційною формулою. Методом послідовних наближень будувався розв’язок 
інтегрального рівняння. При цьому ітераційний процес вважався завершеним, 
якщо значення функції в наступній ітерації майже не відрізнялись (з заданою 
точністю) від попередніх. При цьому його збіжність залежить від параметру 𝑔𝑔1, 
який в свою чергу визначається гідродинамічними характеристиками. 
Показано, що при турбулентному режимі охолодження, тобто при с2 = 0.063 
вже при 𝑛𝑛 = 3 дані експериментальної кривої співпадають. 
 

Література. 
1. Гречаный О.А., Наголкина З.И., Сенатос В.А. Теплообмен  при 

струйном охлаждении движущейся непрерывной пластины. – 
Промтеплотехника, 1986, т.8, 6. - С .3-10. 

2. Дорфман  А.Ш. Теплообмен при обтекании неизотермических тел. 
– М.: Машиностроение , 1982. – 191 с. 

3. Гречаный О.А. Теплообмен при продольном обтекании 
цилиндрических и плоских движущихся неизотермических поверхностях. 
Автореф. дис. канд. техн. наук. – Киев, 1976. - 23 с. 

4. Смирнов В.И. Курс высшей математики. - М.: Наука, 1974. - Т.4. -
336 с. 

5. Люстерник Л.А., Соболев В.И. Элементы функционального 
анализа. - М.: Наука.,1967. 

 
  

Містобудування та територіальне планування318



 

Для доведення збіжності ітераційного процесу в просторі неперервних 
функцій розглянемо відповідну норму 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| = 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

| 1
(1 + 𝑔𝑔1𝑡𝑡)1 𝑔𝑔1⁄

 ∫ (𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2))(1 + 𝑔𝑔1𝑥𝑥)1 𝑔𝑔1⁄ )𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
| ≤ 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|∫ (𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2))𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
| ≤ max

0<𝑡𝑡<𝑧𝑧
∫ |𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)|𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

0
 

=∫ |𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)|𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧
0 . 

Підставимо (8) в підінтегральний вираз отримаємо відповідну нерівність 

|𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)| ≤ |∫ 𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)(𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥

0
| + 

|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|+𝑔𝑔1𝑥𝑥|𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|. 

Враховуючи нерівність Коші-Буняковського 5 для інтегралу, а також 
співвідношення (10), будемо мати 

|𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−1) − 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝜃𝜃𝑛𝑛−2)| ≤ {∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 }

1 2⁄ {∫ |(𝜃𝜃′
𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) −𝑥𝑥

0

𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)|2𝑑𝑑𝑑𝑑}
1 2⁄ + |𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|+𝑔𝑔1𝑥𝑥|𝜃𝜃′

𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) − 𝜃𝜃′𝑛𝑛−2(𝑥𝑥)|, 

Розглянемо {∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0 }

1 2⁄ . Враховуючи явний вигляд підінтегральної 
функції зведемо інтеграл до бета−функції.   

∫ (𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝜂𝜂)2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
0  = ∫ (1 − (𝜂𝜂

𝑥𝑥)
𝑐𝑐1

1−𝛽𝛽⁄
)−2𝑐𝑐2𝑥𝑥

0 d𝜂𝜂. 

Зробивши заміну (𝜂𝜂
𝑥𝑥)

𝑐𝑐1
(1−𝛽𝛽)⁄

=t, отримаємо бета−функцію B(a,b). 

∫ (1 − (𝜂𝜂
𝑥𝑥)

𝑐𝑐1
1−𝛽𝛽⁄

)−2𝑐𝑐2𝑥𝑥
0 =  𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
∫ (1 − 𝑡𝑡)−2𝑐𝑐2𝑡𝑡

1−𝛽𝛽 𝑐𝑐1⁄ −11
0 dt=𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
  B((1−𝛽𝛽)

𝑐𝑐1
, 1- 2𝑐𝑐2) 

Нехай поверхня обмежена, тобто поточна координата x∈ [0, 𝑙𝑙]. Тоді будемо 

вважати, що |𝑥𝑥(1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

  B((1−𝛽𝛽)
𝑐𝑐1

, 1 −  2𝑐𝑐2)|
1 2⁄

< 𝑀𝑀. Тоді: 

 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ ∫ (𝑀𝑀𝑀𝑀𝑥𝑥1 2⁄𝑧𝑧
0 +C𝑔𝑔1𝑥𝑥 + 1) max

0≤𝜂𝜂≤𝑥𝑥
|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 

 Позначимо (MC𝑙𝑙1 2⁄ + 𝐶𝐶𝑔𝑔1𝑙𝑙 + 1) = 𝐴𝐴. Тоді отримаємо: 

max
0<𝑡𝑡<𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ ∫ 𝐴𝐴𝑧𝑧
0 max

0≤𝜂𝜂≤𝑥𝑥
|𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝜂𝜂) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−2(𝜂𝜂)|dx. 

Ітерація цієї формули дає співвідношення 

max
0≤𝑡𝑡≤𝑧𝑧

|𝜃𝜃𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜃𝜃𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝑛𝑛−1𝑧𝑧𝑛𝑛−1

(𝑛𝑛 − 1)! max
0≤𝑡𝑡≤𝑧𝑧

|𝜃𝜃1(𝑡𝑡) − (𝑡𝑡)| → 0. 
 
Це і доводить збіжність даного ітераційного процесу. Диференціальне 

рівняння (7) чисельно розв’язувалось за методом Рунге Кутта, а потім за 
ітераційною формулою. Методом послідовних наближень будувався розв’язок 
інтегрального рівняння. При цьому ітераційний процес вважався завершеним, 
якщо значення функції в наступній ітерації майже не відрізнялись (з заданою 
точністю) від попередніх. При цьому його збіжність залежить від параметру 𝑔𝑔1, 
який в свою чергу визначається гідродинамічними характеристиками. 
Показано, що при турбулентному режимі охолодження, тобто при с2 = 0.063 
вже при 𝑛𝑛 = 3 дані експериментальної кривої співпадають. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧАХ 

СОПРЯЖЕННОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 

Рассматривается применение итерационного метода для решения 
интегрального уравнения, которое моделирует сопряженную задачу 
теплообмена. Анализируется сходимость итераций в зависимости от 
физических параметров задачи. 
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СУЧАСНІ МЕТОДИ МОНІТОРИНГУ ТЕХНІЧНОГО СТАНУ 
ГАЗОПРОВІДНИХ СИСТЕМ. 

 
Розглянуті методи, способи і пристрої моніторингу зсувонебезпечних 

ділянок для підвищення безпеки газопроводів і зниження шкоди від можливих 
надзвичайних і аварійних ситуацій. 

Проаналізовано основні вимогами до систем моніторингу газопроводу 
та розглянуто недоліки методів моніторингу магістральних газопроводів на 
зсувонебезпечних ділянках, що мають певну специфіку і вимагають пильної 
уваги і особливого підходу з огляду на високий ризик виникнення аварійних 
ситуацій і відмов. 

Запропоновано  вести комплексне і систематичне спостереження як за 
станом зсувонебезпечних схилів, так і за деформацією газопроводу. В даний 
час видобуток і транспортування газу вимагають не тільки значних 
інвестицій, а й впровадження нових технологічних рішень, комплексних 
методів, інноваційних підходів при проектуванні газопроводів, будівництві та 
експлуатації. 

Визначені задачі, які описують взаємодію газопроводу з ґрунтом на 
зсувонебезпечних ділянках і дозволяють оцінити міцність газопроводу при 
зрушеннях ґрунту на основі даних геодезичного моніторингу магістральних 
газопроводів.  

Ключові слова: магістральний газопровід (МГ), моніторинг газопроводу, 
геодезичний контроль, деформація газопроводу, напружено-деформований 
стан (НДС). 

 
Вступ.  Визначення технічного стану газопроводів є складною роботою, 

оскільки на шляху виконання моніторингу стає ряд перешкоджаючих факторів, 
в числі яких: географічне розташування і труднодоступність об'єктів, 
неможливість візуального огляду більшості ділянок газопроводів (в тому числі 
із-за наявності ізолюючого шару на металі труб), різноманітність природно-
кліматичних та інженерно-геологічних умов, відсутність універсальних засобів 
та методів технічної діагностики. 

Основою моніторингу технічного стану трубопроводів є неруйнівний 
контроль з застосуванням різних приборів, датчиків, зондів і т.д., що дають 
інформацію у вигляді електричних сигналів про стан розглянутих об'єктів при 
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