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АНОТАЦІЯ. Розвинута асимптотична методика розв’язку задач оптимального управління суттєво 

нелінійними маятниковими коливаннями вантажу на канаті мостового крана у випадку малих керуючих 
впливів. Внаслідок суттєвої нелінійності, тобто залежності частоти коливань від повільного вектора, 
система рівнянь відповідної крайової задачі не має стандартного виду. За деяких додаткових припу-
щень вдається здолати вказані вище труднощі й привести рівняння до стандартної форми, а також 
розвинути алгоритм наближеної побудови оптимального управління маятниковими коливаннями ван-
тажу на канаті мостового крана (у межах критерію Л.С. Понтрягіна). 

Ключові слова: метод, усереднення, нелінійність, оптимальне управління, маятникові коливання, 
вантаж, канат, мостовий кран. 

 
АННОТАЦИЯ. Развита асимптотическая методика решения задач оптимального управления суще-

ственно нелинейными маятниковыми колебаниями груза на канате мостового крана в случае малых 
управляющих воздействий. Вследствие существенной нелинейности, т.е. зависимости частоты ко-
лебаний от медленного вектора, система управлений соответствующей краевой задачи не имеет 
стандартного вида. При некоторых дополнительных предположениях удается преодолеть указанные 
выше трудности и привести уравнения к стандартной форме, а также развить алгоритм приближен-
ного построения оптимального управления маятниковыми колебаниями груза на канате мостового 
крана ( в рамках критерия Л.С. Понтрягина ). 

Ключевые слова: метод, усреднение, нелинейность, оптимальное управление, маятниковые коле-
бания, груз, канат, мостовой кран. 

 
ABSTRACT. Purpose. An asymptotic technique for solving optimal control problems by essentially nonlinear 

pendulum load oscillations on the rope of a bridge crane is developed in the case of small control actions. 
Methodology/approach. Due to the substantial nonlinearity, i.e. dependence of the oscillation frequency on the 
slow vector, the control system of the corresponding boundary – value problem does not have a standard form 
Research limitations/implications. Under certain additional assumptions, it is possible to overcome the difficul-
ties mentioned above and to bring the equations to the standard form, and also to develop an algorithm for the 
approximate construction of an optimal control of the pendulum oscillations of the load on the rope of the bridge 
crane (within the Pontryagin’s criterion). Originality/value. The laws for amplitudes of oscillations as functions of 
time and duration of action when the energy of oscillations is going to zero are obtained.  

Key words: method, averaging, nonlinearity, optimal control, pendulum oscillations, cargo, rope, bridge crane. 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
 

При роботі мостових кранів часто спо-
стерігаються маятникові коливання ванта-
жу, що є причиною нерівномірного руху 
вказаних кранів, їх вантажних візків, наван-
тажень на канат та силові елементи кранів, 

які, у свою чергу, створюють різноманітні 
незручності при їх експлуатації, зменшу-
ють надійність функціонування як крана у 
цілому, так і його окремих елементів. Зро-
зуміло, що всі ці фактори необхідно врахо-
вувати при уточнених розрахунках кранів 
(особливо у режимах їх оптимального, на-
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приклад, з мінімально необхідною для цьо-
го енергією, пуску/гальмування). 

Користуючись стандартною методикою 
методу усереднення та схемою розрахунку 
маятникових коливань вантажу на канаті 
мостового крана, що проводяться зазвичай 
за моделлю двомасової системи, необхідно 
здійснити подальші уточнення і вдоскона-
лення, особливо на основі узагальнених 
енергосилових критеріїв якості руху (або 
критерію оптимальності Л.С. Понтрягіна). 

 
 
АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ЗА ТЕМОЮ 

ДОСЛІДЖЕННЯ 
 
Розрахунок маятникових коливань ван-

тажу зазвичай проводять за найпростішою 
схемою двомасової системи [1 – 5], вважа-
ючи при цьому, що кут відхилення канатів 
від вертикалі не перевищує 100…120 (малі, 
але скінченні амплітуди коливань). При 
цьому вважають також, що період маятни-
кових коливань вантажу на гнучких кана-
тах більший чи одного порядку з періодом 
розгону/гальмування крана, а рушійне зу-
силля привідного двигуна механізму пере-
сування постійне й дорівнює середньому 
пусковому/гальмівному значенню [5]. Ре-
зультати робіт [5 – 10] будуть частково ви-
користані у даному дослідженні. 

 
 

МЕТА РОБОТИ 
 

Мета роботи полягає у обґрунтуванні 
методу усереднення у нелінійних задачах 
оптимального управління (в межах крите-
рію оптимальності Л.С. Понтрягіна) маят-
никовими коливаннями вантажу на канаті 
мостового крана. 

 
 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
1. Постановка задачі. Відомо [5], що рів-

няння руху системи «вантажний візок –
канат – вантаж» мостового крана може бу-
ти подане у вигляді  

( )2 1
,x x F t

m
+ ω ⋅ = ⋅&&       (1) 

де x  – горизонтальне переміщення вантажу 
відносно рухомої точки підвісу; ω  – часто-
та власних маятникових коливань вантажу 
відносно крана у період розгону 

( )1 2

1

,
m m g

m H

+ ⋅
ω =

⋅
 де H  – довжина кана-

та; 9,81g = м/с2 – прискорення вільного 

падіння; ( ) ( ) 1m/WPm
tF −= ; ( )tPP =  – 

сумарне тягове зусилля привідних коліс 
візка, t  – час; constW =  – сила опору пере-
суванню візка; 1m  – маса вантажного візка; 

2m  – маса вантажу. 
По суті рівняння (1) є лінеаризованим, а 

тому неточним. При розгляді задачі в уточ-
неному варіанті замість (1) маємо нелінійне 
диференціальне рівняння 

( )
2

1

sin ,
F

t
m Hττ

τ
ϕ + ϕ = τ = ω⋅

⋅ω ⋅
, (2) 

де ϕ  – кут відхилення каната з вантажем 
від вертикалі, який визначається зі співвід-
ношення 

( )sin arcsin .x x
H Hϕ = ↔ ϕ =  (3) 

У подальшому вважаємо, що 

( ) ( ) ( )2
1

, 1 ,
P t W

u t u
m H

−   = ε ⋅ = ε ⋅ τ ε <<
⋅ω ⋅

 (4) 

де ε  – малий параметр, ( )τu  – функція ке-
рування, яка має обмеження на управління 
завдяки дії обмеженого за модулем керую-

чого моменту, тобто ( ) 1u τ ≤ . Для засто-

сування методу усереднення з обмеженням 
на управління рівняння руху вантажу має 
вигляд 

sin ,uϕ + ϕ = ε ⋅&&  / ,d dϕ = ϕ τ&  
2 2/ ,d dϕ = ϕ τ&&  0 .T∗≤ τ ≤  (5) 

У (5) необхідно знайти керування ( )τu , 
яке мінімізує повну енергію маятника у за-
даний скінченний момент часу 

, / , .T T T∗ = θ ε θ = ω⋅  
Як повільну змінну введемо повну енер-

гію маятника: 

( )21
1 cos , 2

2
a a= ⋅ϕ − + ϕ ≥ −&  . (6) 
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У (6) за початок відліку енергії прийняте 
верхнє положення рівноваги маятника 
ϕ = π , тому при 0a2 <≤−  маятник здійс-
нює коливання, а при 0a >  – обертання. 

Диференціюючи (6) по τ  і враховуючи 
(5), матимемо рівняння 

0

0 0, , 2 ,a u a a a
τ=τ

= ε ⋅ϕ⋅ = − ≤ < ∞&&  (7) 

де ϕ&  виражається через ,a ϕ  згідно (6) до-
рівнює 

( )
1
22 1 cosaϕ = ± ⋅ + + ϕ  & . (8) 

Рівняння для фази коливань маятника ψ  
має вигляд 

( ) ( ),a F a uψ = ω + ε ⋅ ϕ ⋅% ,  (9) 

де ( )aω – частота коливань/обертів маят-

ника. 
2. Наближене оптимальне керування. 
Позначимо через p  та q  спряжені змін-

ні, які відповідають ( ),a ψ , тоді на основі 

принципу максимуму Л.С. Понтрягіна [10] 
матимемо 

{ }signu p q F∗ = ⋅ϕ + ⋅ %& .   (10) 

Оскільки ( )q O= ε , то за умови відсут-

ності особливих управлінь ( )0p ≡  з похиб-

кою ( )O ε  маємо функціонал 

( )signu p∗ = ⋅ϕ&  .  (11) 

Введемо усереднені змінні ( ),ξ η , що 

відповідають змінним ( )p,a . Підставимо 

управління ∗u  з (11) у рівняння (7) й у від-
повідне йому спряжене рівняння й усеред-
нимо рівняння за фазою ψ . Матимемо усе-
реднену крайову задачу [10]: 

( )

( )

( )

2
0

0

2

0

1
sign , 0 ,

2

1
,

2

1.

d
d a

d

d
d

d

π

π

 ξ = ⋅ ϕ ψ ⋅ η ξ = τ π
  η ∂  ′= − η ⋅ ϕ ψ − ω ξ β  τ π ∂ξ   
η θ = −


∫

∫

&

& (12) 

Тут ϕ&  треба представляти через ( ),a ψ . 

Як випливає з першого рівняння системи 
(12), найкращий результат (мінімум 

( )J = ξ θ ) досягається за умови, що 

0η < на усьому інтервалі ,O T∗ τ∈   . Слід 

з’ясувати, чи припускає друге (спряжене) 
рівняння (12) розв’язок, який має таку вла-
стивість. Зрозуміло, що при ( )0, 0β = η τ <  

для усіх ,O T∗ τ∈   . Отже, у першому на-

ближенні можна покласти 0p <  у (11). 
Таким чином, встановлено, що у першо-

му наближенні по функціоналу (й змінній 
a ) синтез оптимального управління має 
вигляд 

signu∗ = − ϕ& .  (13) 

Внаслідок рух маятника (5) під дією 
управління (13) описується рівнянням 

sin signϕ + ϕ = −ε ⋅ ϕ&& & , (14) 

відповідаючим руху при наявності сухого 
тертя. 

3. Аналіз оптимального руху. Асимпто-
тичний розв’язок рівняння (14) будуємо, 
використовуючи [11], де розв’язувалось 
аналогічне рівняння. При 0ε =  рівняння 
(14) описує вільні коливання/обертання ма-
ятника. 

У режимі коливань при 2 0a− ≤ <  
розв’язок задається співвідношеннями  
(12) – (14): 

( ){ }
( )

1 1 1 1

2
1 1 1 0 1

1

2arcsin sn , ,

1
1 , 4 , 2arcsin ,

2
0 1 .

k k t k

k a T K k k

k

ϕ = ⋅ + δ  


= + = ϕ =


≤ ≤


(15) 

Тут 1δ  – довільна фазова постійна, 1T  – 

період коливань, 0ϕ  – їх амплітуда, sn – 

еліптичний синус, K  – повний еліптичний 
інтеграл першого роду, 1k  – модуль еліпти-
чних функцій. 

Запишемо перше рівняння (12) для ре-
жиму коливань (15) у явному вигляді (має-
мо 0η < ): 
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( )

( )

1

1

1 0

/4
1

1 0
1 0

1
1 1

1

4
4

2 arcsin .

T

T

da
d

d T

d T
T

K k k

−

−

= − ϕ τ =
τ

= − ϕ τ τ = − ⋅ϕ =

= − ⋅

∫

∫

&

&  (16) 

 
Тут ξ  замінили на a  й використані вла-

стивості парності функції ϕ  з (15). Перехо-

дячи до змінної 2
1k  й обираючи як 0τ =  

момент переходу з режиму обертання у ко-
ливання, де 0a = , матимемо з (16) 

( ) ( )
2

11
1 1 1arcsin , 0 1, 0 .

dk
K k k k

d
−= − ⋅ = τ ≥

τ
(17) 

Рівняння (17) інтегрується у квадрату-
рах. 

Підкреслимо деякі властивості функції 

( )1k τ , що випливають з (17). Функція 

( )1k τ  монотонно спадає зі зростанням ве-

личини τ . За малих значень τ , коли 

1 1k → , асимптотика ( )1k τ  має вигляд 

( )2
1

2
1

1 16
1 ln

1

32
1 ln .

2

k

k

a

a

−   
τ ≈ − ⋅ + =   π −  

 
= − ⋅ +  π  

    (18) 

Тут використаний зв’язок 1k  з a  з (15). 
Формула (18) дозволяє відійти від точки 

0τ =  при чисельному інтегруванні рівнян-
ня (17). 

Дослідимо асимптотику у іншому грани-
чному випадку, коли 0k1 → . Використо-

вуючи представлення ( )kK  при малих k  у 
(17), матимемо 

 

( )1

1

/ , 0 ,

0 , .

k

k
∗ ∗

∗

≈ − τ − τ π ≤ τ ≤ τ
= τ > τ

    (19) 

 
Тут ∗τ  – деяка додатна постійна. З (19) 

випливає, що величина 1k  перетворюється 
у нуль при деякому скінченному значенні 

1∗τ = τ , тобто повна зупинка маятника (ва-

нтажу на канаті) вимагає скінченного часу. 

Це природний результат для системи (14) з 
сухим тертям.  

Результати чисельного визначення зале-
жності ( )τ1k  наведені на рис. 1. Залежність 

( )1k τ  визначалась інтегруванням рівняння 

(17) із урахуванням асимптотики (18).  

 
Графік ( )1k τ  близький до прямої лінії. 

Значення постійної ∗τ  у формулі (19) ви-

явилось рівним 3,342∗τ = . Постійна ∗τ  

дорівнює безрозмірному часу ( )t∗ ∗τ = ω⋅ , 

необхідному для зупинки у нижньому по-
ложенні рівноваги маятника, первісно тако-
го, що знаходився у верхньому положенні 
рівноваги. 

На рис. 2. надано залежність енергії ( )τa  

для коливань ( )0τ ≥ , отриману шляхом 

перерахунку залежності ( )1k τ  за форму-

лою (15). Зазначимо, що згідно з асимпто-
тичною формулою (18) похідна 
d daτ → −∞  при 0a → , тому дотична до 

кривої ( )a τ  у точці 0, 0aτ = =  горизон-

тальна. 
Залежність ( )a τ  є універсальною і до-

зволяє розв’язувати різноманітні задачі мі-
німізації й максимізації енергії розглядува-
ної маятникової системи. Нехай у початко-
вий момент енергія маятника дорівнює 0a  

й необхідно за час 1T T∗ −= ω⋅ ⋅ε  мінімізу-
вати (чи максимізувати) скінчене значення 
повної енергії коливань. Щоб вирішити цю 

0

0.5

1k

τ

1.0

5 10*k  
Рис. 1. Залежність ( )1k τ  

Fig. 1. Dependence  ( )1k τ  
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задачу спочатку на графіку ( )a τ (див. 

рис.2) знаходимо точку 0τ , яка відповідає 

початковому значенню ( ) 0
0a aτ = . Оскіль-

ки ( )a τ  монотонна функція, то точка 0τ  

єдина. Потім від точки 0τ  відкладаємо ін-

тервал довжини ( )Tω = θ  у бік зростання 

τ  у випадку мінімізації енергії. Матимемо 

точку 0τ = τ + θ  для задачі мінімізації. Від-

повідне цій точці значення ( )0a τ + θ  дає 

мінімальну енергію у кінці інтервалу 
управління. 

а

τ0

50

5 1010−5−10−
*τ

aб

 
Рис. 2. Залежність ( )a τ : а – зона коливань; 

б – зона обертання маятника 

Fig. 2. Dependence ( )a τ : a – zone of 

dynamics; b – the area of rotation of the pendulum 
 
Зазначимо, якщо 0 ∗τ + θ ≥ τ , то це озна-

чає, що у кінці процесу маятникова система 
знаходиться у нижньому стійкому поло-
женні рівноваги, де 2a = − . При цьому ке-

рування 0u∗ =  на інтервалі 0∗τ ≤ τ ≤ τ + θ . 

Отриманий розв’язок може описувати 
перехід обертань у коливання (для задачі 
мінімізації енергії). Такий перехід бути ма-
ти місце, якщо інтервал [ ]0 0,τ τ + θ  утри-

мує у собі точку 0τ = . Зазначимо, що при 
такому переході, що відповідає переходу 
збуреного розв’язку через сепаратрису по-
роджуючого рівняння, частота коливань 
(обертань) перетворюється у нуль. При 
цьому спадає точність методу усереднення, 
однак ним можна користуватись для побу-
дови наближеного розв’язку [15, 16]. 

Наведені залежності дозволяють також 
вирішувати задачі оптимальної швидкодії. 

Наприклад, якщо ( )0 2a τ + θ = − , то час θ  

є часом швидкодії, необхідним для оптима-
льної зупинки маятникової системи за по-
чаткової її енергії ( )0

0a a= τ . 

Для порівняння наведемо значення часу 
швидкодії, який відповідає точному й на-
ближеному оптимальному керуванню, для 
різних початкових значень 0ϕ  та 0ϕ& . Точне 

значення швидкодії T  було визначене 
шляхом чисельної побудови оптимальних 
траєкторій для системи 

( ) ( )
sin , 1 ,

2 , 0.

u u

T n T

ϕ + α ⋅ ϕ = ≤

ϕ = π ϕ =

&&

&
  (20) 

Наближене значення часу оптимальної 
швидкості T  визначається для системи (20) 
за заданих початкових даних 0 0,ϕ ϕ&  насту-
пним чином. Якщо у (20) зробити заміну 
аргументу 1 2τ → α ⋅τ , то матимемо вихід-
ну систему (5). Тому для (20) маємо 

( )
( )

20

0 0

1 2 1

1 cos ,
2

, .

a

T −

ϕ
= − − ϕ

α

= α ⋅θ ε = α

&

 (21) 

Визначаючи 0a  з (21), знаходимо за до-

помогою побудованої залежності ( )a τ  

спочатку 0τ  з умови ( ) 0a aτ = , а потім θ  

з рівняння ( )0 2a τ + θ = − . Після цього об-

числюємо 0T  згідно (21). 

Наведені у таблиці результати відпові-
дають 5α = . Вони підтверджують доволі 
задовільну точність асимптотичних розра-
хунків навіть при не дуже малих ε  (тут 

0,2ε = ). 
 
Таблиця. Результати досліджень 
Table. Research results 

0ϕ&  π  2,44 1,6 -0,15 -2,95 -4,76 -6,62 

0ϕ&&  0,00 1,66 3,52 5,00 3,20 4,95 6,00 

T  8,06 8,13 8,33 8,64 9,27 9,67 9,96 

0T  7,47 7,58 8,02 8,36 9,04 9,47 9,72 

 
Слід зазначити, що задачі оптимальної 

швидкодії для систем, подібних (20), при 
1α <  досліджувались у роботах [17 – 19]. 
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ВИСНОВКИ 
 

1. Обгрунтований метод усереднення у 
нелінійних задачах оптимального управ-
ління маятниковими коливаннями вантажу 
на канаті мостового крана. 

2. У межах розробленої математичної 
моделі отримані залежності амплітуди 
(min/max) загальної енергії коливань маят-
ника від часу, а також тривалість пері-
оду/час швидкодії, коли вказана енергія 
спадає до нуля. 

3. Отримані у роботі результати можуть 
використовуватись для уточнення й вдос-
коналення існуючих інженерних методів 
розрахунку маятникових коливань вантажів 
на канатах мостових кранів з метою управ-
ління процесами затухання вказаних (неба-
жаних) коливань, як на стадіях проектуван-
ня/конструювання відповідних систем, так і 
у режимах їх реальної експлуатації. 
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