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ЗАСТОСУВАННЯ СХЕМ ОДНОПРОГІННИХ 
ЕКВІВАЛЕНТНИХ БАЛОК ДО ЗАДАЧ СТІЙКОСТІ 

 
 

Розглядається методика розв’язання задачі визначення критичного 
навантаження центрально стиснутого стояка змінного перетину з однією 
віссю симетрії (початковий стрижень) (рис. 1,а1), доводячи його до 
заміняючого стрижня постійного перетину цієї ж форми нормального 
поперечного перетину (в подальшому поперечний перетин), довжини, 
характеру опирання та матеріалу (рис. 1,в) для розрахунків на стійкість за  
нормативною методикою БНтП або омега-методу. Змінний  перетин 
визначає, що форма поперечного перетину зберігається по всій довжині 
розглянутого стояка, а площа перетину різна. 

Перехід здійснюється заміною початкового стрижня допоміжним 
стрижнем сходово змінного перетину (рис. 1,б1). Еквівалентність 
допоміжного стрижня з початковим досягається наближенням його 
вигнутої осі при поперечному згині до вигнутої осі початкового стрижня 
від того ж навантаження. 

 
Рис. 1  

Еквівалентність визначається (рис. 1,а1, 1,б1) рівністю прогину при 
поперечному згині вільних кінців fб = fбе та прогину fі перерізу 
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сполученого зі сходинкою fiе еквівалентного стрижня, тобто умови fi = fiе. 
Для кожного α = l1/l знаходиться J1 і J2. Геометричні параметри 
заміняючого стрижня (рис. 1,в) знаходимо за умови рівності ейлеревого 
навантаження односхідчатого еквівалента та заміняючого стрижня 
вважаючи, що відбувається втрата стійкості ІІ-го роду. 

Шукаємо найменше критичне навантаження, коли вигнута вісь 
прийме найпростішу форму при умові, що розглядувані стояки не мають 
згиннокрутної та місцевої втрати стійкості. 

Прогини визначаються в позначених (контрольних) перетинах 
початкового стрижня (рис. 1,а1) при поперечному згині від навантаження 
на вільному кінці. 

Критичною умовою втрати стійкості еквівалентного стрижня є 
рівняння [6]: 
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Щоб отримати чисельний зв’язок параметрів жорсткості 
односходового еквівалента з заміняючим стояком постійного перетину 
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Співвідношення (5) зв’язує параметри жорсткості еквівалентного 
стрижня з однією сходинкою зміни перетину та параметра жорсткості 
заміняючої консолі постійного перетину. Значення Z знаходиться 
методом підбору. 

Використавши (5) знаходимо Zi, а по Zi знаходимо Ji заміняючого 
стояка при положенні сходинки і. Нас цікавить критичне навантаження 
заміняючого стояка, тому серед багатьох Ji значень шукаємо  найменше 
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Ji=Jо мін (рис. 1,г). Крім цього, можемо визначити прогини еквівалента та 
порівняти їх з прогинами контрольних перетинів початкового стрижня. 

Геометричні параметри перетину еквівалента визначаємо після 
знаходження параметрів α, J1, J2. 

Для стояків, навантажених за рис. 1, а2, б2 ейлерове навантаження 
дозволяють знаходити енергетичні методи: Релея, Тимошенка, Рітца, 
Галєркіна. Точне (у розумінні Ре) досягається при використанні точного 
рівняння вигнутої осі. Інакше похибка може бути більшою 5%. 

Використання в якості вигнутої осі при поздовжньому згині рівняння 
вигнутої осі при поперечному згині дає при  застосуванні енергетичного 
методу прийнятний результат та надає широких можливостей у 
обчисленні розрахункових параметрів. Заміна початкового стрижня 
еквівалентним з підбором  параметрів його вигнутої осі при 
контролюванні прямим порівнянням  прогинів відповідних перетинів 
початкового стояка та еквівалента дозволяє досягти рівності ейлеревого 
навантаження. Це підтверджують результати розрахунків у стовпчику № 
6 табл. 1 виконаних автором. 

Еквівалент з одною сходинкою жорсткості дозволяє обмежитись 
визначенням трьох параметрів: α, J1, J2. Можна порівняти і за більшою 
кількістю перетинів. При цьому зростає об’єм розрахунків, а точність 
росте незначно (див. табл. 1 стовпець 6). Підвищувати точність, коли сам 
підхід залишається приблизним, не має сенсу. 

Звернемося до параметрів заміняючого стрижня (рис. 1,в). Для 
визначення критичного навантаження відповідно БНтП  потрібно знати 
форму перетину, його площу та радіус інерції заміняючого стрижня. 

Застосуємо поняття питомого радіуса інерції [4], який визначається як 
відношення радіуса інерції до сторони квадратного перетину рівновеликої 
площі 
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що дозволяє визначити площу і радіус інерції заміняючого стрижня. 
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Після чого знаходимо ARPкр ϕ= . 

Щоб оцінити придатність отриманих результатів з БНтП  перейдемо 
до розрахункових параметрів l1. 
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Аналогічно для відрізка l2. Ці ж параметри можна визначити 
аналітично. Приклад, наведений в [2], використаний для створення 
контрольної серії. Наведемо повну умову цієї задачі. Це консоль з двома 
сходинками зміни жорсткості. При цьому 
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Знаходимо ейлерове навантаження використавши схему стояка (див. 
табл. 1, рядок 1, стовпець 2).  
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Таблиця 1 

Приклади 2÷9 складені переставленням відрізків з різною жорсткістю 
та заміною опирання. Аналогічно знайдені відповідні відношення у 
стовпчику 3 таблиці для прикладів 2÷9. У випадку 10 використовуємо 
табл. 28 [1]. Похибка підрахована як 
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де Jзам – момент інерції заміняючого стояка постійного перетину, 
знайдений по запропонованому методу. 

Для сходинкових стояків та деяких форм зміни перетину є методики 
та таблиці, за якими можна знайти Ре, але нема засобів знаходження 

δ
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критичного навантаження, тому порівняння зроблено на рівні моментів 
інерції заміняючого стрижня постійного перетину. 

Для прикладів 1, 5, 10 табл. 1 на рис. 2 наведені графіки зміни похибки 
від параметрів сходового еквівалента. Всі графіки в інтервалі 0÷1 мають 
абсолютний мінімум, знаходження якого не було метою. 
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Рис. 2. Графік зміни похибки δ,% від положення  

сходинки еквівалента α 
 

В якості вирішення приймалися параметри сходинкового еквівалента 
найближче до мінімального значення жорсткості його заміняючого 
стрижня при обумовленому кроці місцезнаходження сходинки. 

Можливі витоки похибок: 
1. Приблизне виконання зближення вигнутих осей. 
2. Визначення положення сходинки і відношення моментів інерції 

заміняючого стояка близьке до мінімуму. 
3. Шукані величини — корені трансцендентних рівнянь визначаються 

наближено. 
4. Потрапляємо на дільницю пружно-пластичних деформацій при 

визначенні Ркр  по еквіваленту постійного перетину. 
5. Точність визначення коефіцієнта φ та розрахункового опору 

матеріалу по таблицях. За результатами розрахунків (останній стовпчик 
табл. 1) похибка була не більше 5%. 

Методика складна та громіздка, але реалізується на персональному 
комп’ютері. Приклади на рис. 3 вирішені автором з використанням всього 
або частини арсеналу засобів наведеного прикладу. На рис. 4 наведені 
деякі приклади, вирішення яких можливе по наведеній методиці, але на 
цьому далеко не обмежуються її можливості. 
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Рис. 3. Схеми задач, які вирішені з використанням розглянутої методики 
 

 
 

Рис. 4. Деякі варіанти задач, що вирішуються з використанням даної методики 
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