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АНОТАЦІЯ. Стаття присвячена оптимізації режиму пуску механізму повороту стрілового крана за 
критерієм середньоквадратичного значення пружного моменту в приводі. На основі побудованої мате-
матичної моделі динаміки руху механізму повороту виявлено, що в елементах приводу під час перехід-
них режимах виникають значні динамічні навантаження. Тому для їх мінімізації проведено оптимізацію 
процесу пуску механізму повороту баштового крана. Представлений спосіб мінімізації коливань показує, 
як за допомогою методів варіаційного числення вирішується поставлена задача. Розв’язки задачі пред-
ставлені графіками залежностей, котрі характеризують суть оптимального закону руху – прикладан-
ня моментів та зусиль таким чином, щоб навантаження в приводі були мінімальними, що, в свою чергу, 
підвищить продуктивність та надійність механізму повороту та конструкції крана в цілому.     

Ключові слова: баштовий кран, механізм повороту, динамічні навантаження, критерій, оптимізація, 
мінімізація, коливання, пружний момент. 

 
АННОТАЦИЯ. Статья посвящена оптимизации режима пуска механизма поворота стрелового кра-

на по критерию среднеквадратического значения упругого момента в приводе. На основе составлен-
ной математической модели динамики движения механизма поворота установлено, что в элементах 
привода при переходных режимах возникают значительные динамические нагрузки. Поэтому для их 
минимизации проведено оптимизацию процесса пуска механизма поворота башенного крана. Пред-
ставленнй способ минимизации колебаний показывает, как с помощью методов вариационного исчис-
ления решается поставленная задача. Решения задачи представлены графиками зависимостей, кото-
рые характеризируют суть оптимального закона движения – приложения моментов и усилий таким 
образом, чтобы нагрузки в приводе были минимальными, что, в свою очередь, повысит производи-
тельность и надежность механизма поворота и конструкции крана в целом. 

Ключевые слова: башенный кран, механизм поворота, динамические нагрузки, критерий, оптими-
зация, минимизация, колебания, упругий момент. 

 
ABSTRACT. Purpose. The article is devoted to the optimization of the starting mode of the jib-crane slewing 

mechanism upon criterion of the root-mean-square value of the elastic torque in the drive. It has been found out, 
on the basis of the constructed dynamic mathematical model of the slewing-mechanism motion, that considerable 
dynamic loads occur in the elements of the drive during transient modes. The optimization of the starting process 
of the tower-crane slewing mechanism has been carried out to minimize them. Methodology. The way repre-
sented in the research of the minimization of variations shows how the set problem is solved by the methods of 
the calculus of variations. Findings. The characteristic curves, which describe the essence of the optimal law of 
motion, are the solution of the problem; in other words, exerting torques and forces so that the loads in the drive 
can be minimum, Originality/value which, in turn, is going to enhance the productivity and reliability of the slew-
ing mechanism and the crane structure in general. Value. The results obtained in this investigation may be used 
further in order to improve and to define more exactly engineering’s methods for calculating the turning of cranes 
in transition mode of operation (starting, braking) at the stages of project/design and at the stage of real operation 
as well. 

Keywords: tower crane, turning mechanism, dynamic load, criterion, optimization, minimization, fluctuation, 
elastic moment. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
 
З досліджень [1, 2] відомо, що при робо-

ті механізму повороту баштових кранів 
мають місце коливання вантажу, які за ха-
рактером дії схожі на маятникові коливан-
ня, котрі, в свою чергу, призводять до нері-
вномірного руху ланок (частин) механізму 
приводу та конструкції. Вони є небажани-
ми, оскільки викликають додаткові динамі-
чні навантаження, що знижують надійність 
приводу механізму повороту та конструкції 
крана в цілому і призводять до зменшення 
продуктивності, незручностей при експлуа-
тації, а також збільшують імовірність вини-
кнення аварійної ситуацій. 

Вирішення цієї проблеми дасть можли-
вість зменшити динамічні навантаження за 
рахунок зменшення коливань вантажу на 
гнучкому підвісі під час перехідних проце-
сів, що, в свою чергу, забезпечить більш 
надійну, продуктивну і ефективнішу екс-
плуатацію баштових кранів. 

 
 
АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ЗА ТЕМОЮ 

ДОСЛІДЖЕНЬ 
 

Як відомо, при експлуатації вантажопід-
йомних машин існує проблема коливань 
вантажу на гнучкому підвісі та динамічних 
навантажень у приводах та конструкції. Ці 
проблеми набувають особливої ваги в 
останні роки, коли продуктивність кранів 
значно збільшилась. Дослідженням про-
блеми усунення коливань вантажу на гнуч-
кому підвісі та зменшенням динамічних 
навантажень присвячено ряд робіт [1-6]. 
Більшість цих досліджень ґрунтуються на 
використанні математичних теорій оптима-
льних процесів, таких як принцип макси-
муму та варіаційне числення [7-12]. Слід 
зазначити, що в сучасних умовах усунення 
коливань вантажу пропонується реалізову-
вати за допомогою деякої керуючої дії на 
механізм повороту під час перехідних ре-
жимів руху розгону та гальмування. 

Із аналізу робот [3, 4, 13] виявлено, що 
автори за керуючий параметр обирали си-
лову дію на привідні механізми. Тобто, для 
того, щоб усунути коливання вантажу по-

трібно керувати моментом на валу електро-
двигуна механізму повороту крана. При 
цьому керуюча дія має, як правило, релей-
ний характер, що призводить до додатко-
вих динамічних навантажень на привід і 
конструкцію. Таким чином, даний підхід є 
неприйнятним з точки зору виникнення 
динамічних навантажень. 

Однак, за допомогою використання ма-
тематичних теорій оптимальних процесів, а 
саме теорії варіаційного числення  
[8, 14 -16], можна забезпечити плавну зміну 
кінематичних характеристик механізму 
повороту і звести коливання вантажу на 
гнучкому підвісі до мінімуму. 

 
 

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Метою роботи є оптимізація режиму ру-
ху механізму повороту баштового крана з 
вантажем на гнучкому підвісі під час пере-
хідних процесів. Для досягнення поставле-
ної мети потрібно вирішити наступні зада-
чі: обрати динамічну модель механізму по-
вороту стрілового крана; побудувати мате-
матичну модель механізму повороту стрі-
лового крана; обрати критерій оптимізації 
режиму повороту крана та встановити умо-
ви його мінімуму; визначити оптимальний 
режим розгону механізму повороту і прове-
сти аналіз отриманих результатів. 

 
 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 

 
Для проведення досліджень прийнято 

тримасову динамічну модель механізму 
повороту крана (рис. 1), побудова якої пе-
редбачає наступні припущення: 
– підвішений вантаж подібний до вільно 
висячого маятника; 
– припускаємо відцентрові коливання ван-
тажу в порівнянні з радіальними незначни-
ми і їх дію не враховуємо; 
– усі елементи механізму повороту вважає-
мо абсолютно твердими тілами, окрім пе-
редавального механізму приводу. 

Перераховані припущення дають досить 
малу похибку, що підтверджується практи-
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чними дослідженнями конструкцій механі-
зму повороту реальних кранів [2]. 

 

 
 

Рис.1. Динамічна модель механізму повороту 
крана 
 
Fig.1. Dynamic model of the mechanism of 
turning the crane 

 
За узагальнені координати динамічної 

моделі прийняті кутові координати поворо-
ту зведеної до осі повороту крана маси 
елементів приводу oϕ , поворотної башти зі 

стрілою відносно власної осі обертання 1ϕ  
та вантажу 2ϕ . 

Динамічна модель (див. рис. 1) опису-
ється системою наступних диференціаль-
них рівнянь руху другого порядку:  
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де oI  – момент інерції привідного механі-

зму, зведений до осі повороту крана; 

1I  – момент інерції башти та стріли, зведе-

ний до осі повороту крана; m – маса ван-
тажу; oM  – рушійний момент на валу при-

відного електродвигуна, зведений до осі 
повороту крана; 1M  – момент сил статич-

ного опору, зведений до осі повороту кра-
на; l  – довжина гнучкого підвісу вантажу; 
r  – виліт вантажу; C – коефіцієнт жорстко-

сті привідного механізму, зведений до осі 
повороту крана; g  – прискорення вільного 
падіння. 

З рівнянь системи (1) знаходимо кінема-
тичні характеристики башти, виражені че-
рез характеристики вантажу: 
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Тоді пружний момент в привідному ме-
ханізмі визначається такою залежністю: 
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За критерій оптимізації процесу пуску 
механізму повороту крана прийнято серед-
ньоквадратичне значення пружного момен-
ту в приводі, оскільки саме цей момент в 
значній мірі визначає динамічні наванта-
ження: 
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Умова мінімуму критерію (4) з ураху-

ванням виразу (5) визначається із рівняння 
Ейлера-Пуассона: 
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Для механізма повороту крана складові 
рівняння (6) мають наступний вигляд: 
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Після підстановки виразів (7) в рівняння 
(6) маємо 
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Розділяємо всі члени рівняння (8) на ко-
ефіцієнт біля найстаршої похідної, в ре-
зультаті чого отримуємо  
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де 
( )

glI

mrI
k

1

2
1 +

=  – частота власних коли-

вань системи. 
Для розв’язку диференціального рівнян-

ня (9) складаємо характеристичне рівняння: 
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Зробимо заміну  
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Відповідно до розв’язків (12), (14) і (15) 
характеристичного рівняння (10) розв’язок 
диференціального рівняння (9) має вигляд 
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де 821 ,...,, CCC  – постійні, які визначаються 

з крайових умов руху. Для процесу пуску ці 
умови мають вигляд 
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Виразимо крайові умови 1ϕ  і 1ϕ&  через 

координату 2ϕ  та її похідні за часом. Для 
цього скористаємося залежностями (2), які 
дають 
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Для визначення постійних 821 ,...,, CCC  

візьмемо похідні від залежності (16) вклю-
чно до третього порядку, в результаті чого 
отримаємо 
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Після підстановки крайових умов (18) в 
залежності (16) і (19) будемо мати 
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Розв’язавши систему (20), знайдемо по-

стійні 1 2 8, ,...,C C C . Підставивши їх в (16) та 

(19), отримаємо оптимальний режим пово-
роту вантажу. Після цього за допомогою 
залежності (2) може бути визначений оп-
тимальний режим повороту крана. 

З системи (1) може бути визначений ре-
жим руху привідного механізму, який від-
повідає оптимальному режиму повороту 
крана: 
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Для механізму повороту стрілової сис-

теми крана QTZ – 80 з параметрами 

;2115,71626 мкгoI ⋅= ;285,49207381 мкгI ⋅=

;045,6626669 радмНС ⋅= ;2000кгm = ;40мr =

;30мl = ;85 мН
кр

М ⋅= ;8,36 мН
н

М ⋅=

;2,1355=u ;86,0=η ;67,104 срад
о

=ω

;04,95 срад
н

=ω ;8,2=λ 281,9 смg = побудо-

вано кінематичні характеристики повороту  
вантажу, крана та привідного механізму 
(рис. 2 - рис. 4), а також пружного та ру-
шійного моментів приводу (рис. 5). 

З побyдованих графіків кінематичних 
характеристик приводу, поворотної башти 
та вантажу, а також пружного та рушійного 
моментів приводу, отриманих в результаті 
оптимізації за критерієм середньоквадрати-
чного значення пружного моменту в при-
воді бачимо, що отриманий режим руху 
приводить до зниження динамічних наван-
тажень в приводі та металоконструкції за 
рахунок того, що виконується плавний  рyх 
протягом перехідного процесу. Отриманий 
оптимальний закон керyвання бyде y пода-
льшомy реалізований і експериментальним 
шляхом перевірений для механізмy пово-
ротy стрілового крана. 

 
 

ВИСНОВКИ 
 

В результаті проведеного дослідження 
на основі тримасової динамічної моделі та 
математичної моделі руху баштового крана 
була проведена оптимізація перехідних 
режимів руху за критерієм середньоквадра-
тичного значення пружного моменту в при-
воді.  

Встановлено, що задачу зменшення ко-
ливань вантажу на гнучкому підвісі доціль-
но вирішувати шляхом варіаційного  чис-
лення, оскільки знайдена керуюча дія на 
механізм повороту задовольняє умови по-
ставленої задачі. Обраний критерій оптимі-
зації режиму руху механізму повороту до-
зволяє зменшити динамічні навантаження в 
приводі та конструкції за рахунок плавного 
прикладання пускового моменту при пере-
хідних режимах руху. Реалізувати отримані 
оптимальні закони руху можна за допомо-
гою мехатронної системи керування меха-
нізмом повороту стрілового крана. 
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а (а) б (b) в (с) 

Рис. 2. Графіки зміни кутових координат ланок крана: а – приводу; б – поворотної башти; в – вантажу 
Fig. 2. Chart changes in corner coordinates of crane links: a - drive; b - turning tower; c – cargo 

 

   
а (а) б (b) в (с) 

Рис. 3. Графіки зміни кутових швидкостей ланок крана: а – приводу; б – поворотної башти; в – вантажа 
Fig. 3. Changes in angular speeds of crane links: a – drive; b – turning tower; c – cargo 

 

   

а (а) б (b) в (с) 

Рис. 4. Графіки зміни кутових прискорень ланок крана: а – приводу; б – поворотної башти; в – вантажу 

Fig. 4. Changes in angular accelerations of crane links: a – drive; b – turning tower; c – cargo 

 

. . 

а (а) б (b) 

Рис. 5. Графіки зміни пружного моменту (а) та рушійного моменту (б) в приводі від часу при оптима-
льному режимі пуску 

Fig. 5. Graphs of the change of the elastic moment (а) and the driving moment (the momentum) in the drive 
from time to optimal start mode (b) 
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