
ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 96 

 Баженов В.А., Лук’янченко О.О., Костіна О.В., О.В. Геращенко О.В.  

99

УДК 539.3 
 

НЕЛІНІЙНА СТІЙКІСТЬ ТОНКОСТІННИХ ОБОЛОНОК 
З ПОЧАТКОВИМИ НЕДОСКОНАЛОСТЯМИ ФОРМИ 

 
Присвячується професору Гоцуляку Є.О. 

В.А. Баженов1 
доктор технічних наук, професор, завідувач кафедри будівельної механіки 

О.О. Лук’янченко1 
кандидат технічних наук, доцент, старший науковий співробітник  

О.В. Костіна1 
кандидат технічних наук, старший науковий співробітник, старший науковий співробітник  

О.В. Геращенко1 
кандидат технічних наук, старший науковий співробітник, старший науковий співробітник  

 
1Київський національний університет будівництва і архітектури 

 
 

Представлена чисельна методика дослідження нелінійної стійкості тонкостінних обо-
лонок з недосконалостями форми. Математичні моделі стійкості недосконалих оболонок 
побудовані за допомогою методу скінченних елементів, який реалізовано в сучасному обчи-
слювальному комплексі. Досліджена нелінійна стійкість циліндричної оболонки з реальни-
ми недосконалостями форми. Визначені область стійкості та надійність недосконалої обо-
лонки-опори при дії комбінованого навантаження. 

Ключові слова: надійність, критична сила, геометричні недосконалості, область стій-
кості. 

 
Вступ. Проблема стійкості має особливе значення для тонкостінних 

оболонок. Початкові недосконалості форми є основним фактором, який 
знижує критичне значення навантаження на оболонку. Існує нагальна 
потреба подальшого створення ефективних чисельних методик розрахун-
ку на стійкість та надійність тонкостінних оболонок з урахуванням поча-
ткових недосконалостей форми. Розвиток методів визначення критичних 
навантажень недосконалих тонкостінних оболонок залишається однією з  
центральних задач механіки деформованого твердого тіла [1-14]. Огляд 
досліджень стійкості тонкостінних оболонок з урахуванням початкових 
недосконалостей форми наведений в книзі Г.Д. Гавриленка [7]. Представ-
лені як класичні аналітичні підходи, що базуються на теорії тонких обо-
лонок, так і їх комбінації з чисельними методами. Застосування аналітич-
них методів обумовлює представлення форми недосконалості у вигляді 
тригонометричних функцій, що значно звужує коло досліджень. Викори-
стання чисельних методів дає можливість задавати недосконалості у до-
вільній формі [8–14], досліджувати їх глобальну нелінійну поведінку, 
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включаючи питання побудови в заданій області станів траєкторії наван-
таження та встановлення на ній точок втрати стійкості.  

За допомогою розробленого чисельного підходу, що базується на про-
цедурах сучасного програмного комплексу скінченно-елементного аналі-
зу та спеціально розробленої програми,  автори дослідили нелінійну стій-
кість нафтоналивних резервуарів з реальними недосконалостями форми, 
які є відхиленнями твірних від вертикалі, при окремій дії поверхневого 
тиску, осьового стиснення та їх комбінації [10]. В статті [14] наведені ре-
зультати нелінійного аналізу стійкості оболонки-опори, недосконалості 
якої моделюються у вигляді форми деформування при дії експлуатацій-
ного комбінованого навантаження. Представлена поверхня критичних 
значень комбінованого навантаження, яке подано у вигляді різних комбі-
націй вітрового навантаження та змінного тиску від ваги цистерни з ріди-
ною, що встановлена зверху оболонки-опори. Досліджена нелінійна стій-
кість довгої гнучкої оболонки при чистому згині з урахуванням початко-
вої недосконалості у вигляді форми деформування по довгій півхвилі. 
Урахування докритичної геометрично нелінійної деформації оболонки 
значно уточнює розрахунок критичного навантаження.  

Актуальною задачею будівельної механіки залишається висновок про 
надійність та довговічність тонкостінних недосконалих оболонок. В ро-
ботах М.Майера і Н.Хоціалова, що відносяться до 1926 - 1929 рр, вперше 
висунута ідея про застосування статистичних методів до розрахунків на 
міцність конструкцій. Видатна роль у справі впровадження статистичних 
методів у будівельну механіку належить М.С.Стрелецькому, який пред-
ставив статистичну концепцію надійності споруд [18], яка знайшла відо-
браження в методиці розрахунку конструкцій за граничним станом. У 40-і 
роки О.Р. Ржаніцин розвинув теорію надійності будівельних конструкцій 
[19, 20]. В різних галузях техніки в той же час починається впровадження 
імовірнісних методів. Пізніше відбувається перехід від елементарних ме-
тодів теорії імовірностей до методів випадкових функцій. В.В. Болотін 
[21, 22] перший узагальнив теорію надійності будівельних конструкцій з 
позицій теорії випадкових процесів. На цей час імовірнісні та статистичні 
методи оцінки міцності та надійності будівельних конструкцій знаходять 
широке застосування в будівельній механіці та будівельному проектуван-
ні і є основою багатьох останніх редакцій норм проектування будівельних 
конструкцій різних країн [23]. 

В статті представлено імовірнісний підхід до визначення надійності не-
досконалих тонкостінних оболонок, який в поєднанні з сучасним чисель-
ним методом розрахунку на стійкість дозволяє досліджувати реальні конс-
трукції як на етапі проектування так і в процесі їх експлуатації із забезпе-
ченням допустимого рівня надійності конструкцій та сталого функціону-
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вання. Цей підхід базується на основних положеннях імовірнісного підходу 
В.В.Болотіна [22]. Авторами він був адоптований до визначення надійності 
за стійкістю циліндричних тонкостінних оболонок зі змінною товщиною 
стінок з початковими недосконалостями форми при дії поверхневого тиску 
[10]. В статті [3] імовірнісний підхід застосовано до дослідження надійності 
за стійкістю недосконалої оболонки-опори при дії комбінованого наванта-
ження. Надійність оболонки-опори визначена за допомогою поверхні на-
дійності з урахуванням заданого максимально можливого значення недос-
коналості та розподілу її щільності імовірності. В результаті отримані до-
пустимі сполучення комбінованого навантаження, які мають бути врахова-
ні при проектуванні та експлуатації конструкції. 

1. Чисельна методика побудови математичної моделі стійкості не-
досконалої оболонки 

1.1. Урахування реальних недосконалостей форми  
В статті [9] досліджена нелінійна стійкість існуючих тонкостінних 

оболонок з урахуванням їх фактичної геометрії після певного часу екс-
плуатації. Більш вразливими є стінки нафтоналивних резервуарів. Великі 
геометричні розміри практично не уможливлюють проведення натурних 
випробувань на стійкість. Сучасні програмні комплекси дозволяють бу-
дувати моделі по фактичній геометрії конс-
трукції. Створення математичних моделей 
оболонок з реальними недосконалостями 
пропонується за допомогою програмного 
комплексу скінченно-елементного аналізу 
NASTRAN [25] із використанням сплайн-
кривих. Реальні недосконалості тонкостін-
ної оболонки є фактичними відхиленнями 
від вертикалі твірних стінки, які можна 
отримати в результаті польових вимірю-
вань. Відхилення твірних додаються до від-
повідних циліндричних координат ідеальної 
поверхні оболонки. По зміненим координа-
там будуються сплайн-криві і сплайнові 
поверхні. Розрахункова модель оболонки із 
недосконалою геометрією представляється 
у вигляді скінченно-елементної сітки. На 
рис. 1 зображена модель реального нафто-
наливного резервуара, який має недоскона-
лості форми після 10 років його експлуата-
ції. Для візуалізації фактичних недоскона-
лостей оболонки написана спеціальна про-

  
 

 
Рис. 1. Модель оболонки з 

візуалізацією реальних відхи-
лень твірних в масштабі 1:20 
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грама на мові ФОРТРАН99, яка орієнтована на програмний комплекс.  
1.2. Моделювання початкових недосконалостей форми 
Вимірювання реальних недосконалостей форми оболонок потребує знач-

них техніко-економічних затрат, тому моделювання початкових недоскона-
лостей є актуальним як на стадії проектування конструкцій, так і в процесі їх 
експлуатації. Дослідження нелінійної стійкості тонкостінних оболонкових 
конструкцій зі змодельованими початковими недосконалостями представлені 
авторами в статтях [9-10]. Побудова математичної моделей виконується за 
допомогою програмного комплексу скінченно-елементного аналізу 
NASTRAN [25]. Вибір моделі початкових недосконалостей залежить від гео-
метричних параметрів оболонки та виду навантажень. При дії одного виду 
навантаження (поверхневого тиску, осьового стиснення, пари сил) модель 
недосконалостей приймається у вигляді першої форми втрати стійкості обо-
лонки, оскільки саме ця форма деформування є найбільш небезпечною. В 
розрахунках амплітуда початкових недосконалостей приймається пропор-
ційною товщині стінки оболонки t в діапазоні (0,25÷2,0)t. На рис. 2 представ-
лена скінченно-елементна модель тонкостінної оболонки реального нафтона-
ливного резервуара при дії поверхневого тиску. Модель початкових недос-
коналостей є першою формою втрати стійкості оболонки, яка отримана при 
розв’язанні задачі стійкості методом Ланцоша. 

 
а                                                          б 

Рис. 2 Модель оболонки при дії поверхневого тиску:  
а) з ідеальною поверхнею; б) з недосконалостями 

 
При дії на тонкостінну оболонку комбінації двох ортогональних наванта-

жень (поверхневого тиску і осьового стиснення) Вольміром в книзі [4] при 
дослідженні стійкості запропоновано ввести коефіцієнти сполучення наван-
тажень. Аналогічно цьому підходу в роботах [11] авторами виконується мо-
делювання початкових недосконалостей оболонки зі змінною товщиною сті-
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нки у вигляді комбінацій форм втрати стійкості ідеальної оболонки при 
окремих діях навантажень з відповідними коефіцієнтами сполучення. 

 

 
Рис. 3. Моделі сегменту оболонки при дії комбінації ортогональних навантажень 

 
Якщо на оболонку діє комбінація двох не 

ортогональних навантажень, вибір моделі поча-
ткових недосконалостей форми оболонки є 
більш складним. На рис. 4 представлена модель 
реальної циліндричної оболонки-опори з двома 
отворами, які підсилені ребрами жорсткості 
[13]. Стінки оболонки підсилені нижнім і верх-
нім поясами та зверху вертикальними ребрами 
жорсткості. На оболонку-опору діє комбіноване 
навантаження у вигляді ваги цистерни з ріди-
ною, яка встановлена на оболонку-опору, та дії 
вітру. Ці навантаження не є ортогональними, 
тому формуються три моделі недосконалостей 
у вигляді: форми деформування оболонки при 
дії експлуатаційного навантаження, форми 
втрати стійкості і форми деформування оболо-
нки в граничному стані, що була отримана при 
розв’язанні нелінійної задачі статики. Вибір 
моделі недосконалості оболонки відбувається 
за показником найменшого значення критично-
го навантаження при максимально допустимій 
амплітуді недосконалості.  

Досліджена нелінійна стійкість довгої гнучкої 
циліндричної оболонки зі змодельованими недос-
коналостями форми при дії пар сил. Форма дефо-
рмування у вигляді випучування оболонки по 

 
а  

 
б 

Рис. 4. Модель оболонки-
опори: а) без недосконалос-
тей; б) з недосконалостями 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 96 

 

104 

довгим півхвилям є найбільш небезпечною. Для її отримання розв’язується 
нелінійна задача статики за допомогою модифікованого методу Ньютона-
Рафсона. В даному випадку початкові недосконалості моделюються у вигля-
ді найбільш небезпечної форми (рис. 5). 

 
а                                                                                 б 

Рис. 5. Модель довгої гнучкої циліндричної оболонки:  
а) з ідеальною поверхнею; б) з недосконалостями 

 
2. Дослідження нелінійної стійкості тонкостінних оболонок з недо-

сконалостями форми 
Основними задачами дослідження нелінійної стійкості недосконалих 

тонкостінних оболонок є визначення граничних критичних значень нава-
нтаження, аналіз напружено-деформованого стану на різних стадіях нава-
нтаження та побудова області стійкості. Етапи дослідження стійкості не-
досконалих оболонок залежать від виду навантаження. В цьому розділі 
наведені приклади дослідження нелінійної стійкості тонкостінних оболо-
нок з недосконалостями форми при дії поверхневого тиску та комбінова-
ного навантаження. Для дослідження нелінійного деформування оболон-
ки та втрати стійкості розв’язується нелінійна задача статики, яка є обчи-
слювальною процедурою програмного комплексу NASTRAN. За допомо-
гою модифікованого методу покрокового навантаження Ньютона-
Рафсона будуються криві навантаження, визначається граничне значення 
критичного навантаження та досліджується напружено-деформований 
стан оболонки при втраті стійкості. 

2.1. Стійкість оболонки з реальними недосконалостями при дії по-
верхневого тиску 

Дослідження напружено-деформованого стану оболонки з реальними 
недосконалостями (рис. 1) при дії поверхневого тиску представлені на 
рис. 6, 7, 8. Процес втрати стійкості починається із поступового розвитку 
докритичних деформацій по всій поверхні оболонки. Перша докритична 
фаза досить стійка і тривала у часі. Початкові прогини можуть не лише 
залишатися без змін, а й трансформуватися у нові форми або може відбу-
ватися процес злиття із утворенням геометрично більших недосконалос-
тей. Ці зони і визначають в першу чергу несучу здатність оболонки. У 
закритичній стадії максимальні деформації відбуваються у вказаних зо-
нах. Втрата стійкості оболонки відбувається при критичному наванта-
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женні qкр=0.744q0
кр (q0

кр – критичне значення поверхневого тиску ідеаль-
ної оболонки). Максимальні еквівалентні напруження в елементах стінки 
оболонки обчислюються згідно критерія Мізеса і становлять 65.658МПа, 
що нижче розрахункового опору сталі Rу=240МПа. 

 

 
Рис. 6. Криві навантаження недосконалої оболонки поверховим тиском 

 

  
                    а                                    б                                    в                                      г 

Рис. 7. Деформування недосконалої оболонки на різних стадіях навантаження: 
а) q= 0.05q0

кр; б) q=0.45q0
кр ; в) q= 0.684q0

кр; г) qкр=0.744q0
кр 

 
Початкові недосконалості форми тонкостінної оболонки суттєво зни-

зили критичне значення поверхневого тиску, що негативно впливає на її 
стійкість.  

2.2. Стійкість оболонки-опори з початковими недосконалостями 
форми при дії комбінованого навантаження 

Скінченно-елементна модель оболонки-опори представлена на рис. 4. Обо-
лонка має такі геометричні характеристики: діаметр D = 5,61 м, висота H = 
5,3 м, товщина стінки t =10 мм. Пояси представляють собою пластини шири-
ною 200 мм та завтовшки 20 мм. Оболонка-опора виготовлена із сталі з такими 
механічними характеристиками: E =2,06·1011Па, G =0,792·1011Па,  =0,3. 
Комбіноване навантаження представляє собою сумісну дію ваги цистерни з 
рідиною та вітру, що діє на  цистерну. Параметри вітрового навантаження при-
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ймаються згідно діючого нормативного документу [24]. Комбіноване наванта-
ження прикладається до вузлів верхнього поясу оболонки-опори у вигляді зо-
середжених сил, значення яких визначаються за формулою:  ee V)(;G  1 , 
де 67,36eG кН  і  0,1 39, 77eV кН   – відповідно максимальна екс-
плуатаційна вага цистерни з рідиною та вітрове навантаження на один вузол 
верхнього поясу моделі;  17050300 ;,;,;,;  – коефіцієнт сполучення на-
вантажень. Оскільки вітер діє на цистерну, вага якої складає eG,1130 , комбі-
націю  еe V;G 10  замінено на комбінацію навантажень  еe V;G, 11130 . Вага 
цистерни з рідиною та вітер, що діє на цистерну, сумісно посилюють осьовий 
тиск на оболонку-опору і не є ортогональними. Процес моделювання початко-
вих недосконалостей форми оболонки-опори наведений в статті [13]. За розра-
хункову модель обрана скінченноелементна модель оболонки-опори з недос-
коналістю у вигляді форми деформування оболонки, що отримана при 
розв’язанні нелінійної задачі статики і є найневигіднішою формою деформу-
вання оболонки при найнесприятливішому сполученні навантажень (рис. 4). В 
розрахунках максимальні амплітуди початкових недосконалостей приймають 
значення Δ=[0,5; 1; 1,5; 2]t, де t =10 мм - товщина стінки оболонки.  

При дослідженні стійкості оболонки-опори враховано прояв її геометрич-
ної нелінійності з перевіркою виконання умови допустимих напружень і дефо-
рмацій. За допомогою модифікованого методу Ньютона-Рафсона розв’язується 
нелінійна задача статики і визначаються критичні сполучення навантажень за 
формулою    eeкр

н
кр

н
кр V)(;GV;G   1 , де кр  – параметр критичного 

сполучення навантажень,   – коефіцієнта сполучення навантажень.  
На рис. 9 представлені форми деформування оболонки-опори з амплі-

тудою недосконалості Δ=2t при допустимому напруженні σ=210 МПа для 
різних коефіцієнтів напруження  . 

     
                    а                                                 б                                            в 

Рис. 9. Форма деформування оболонки-опори з недосконалістю Δ=2t: 
а)  =0,113; б)  =0,5; в)  =1 
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На рис. 10 побудовані області стійкості оболонки-опори з різними ам-
плітудами недосконалості, які обмежені осями координат та кривими за-

лежності 
e

н
кр

V
V

 від 
e

н
кр

G
G

. Областю стійкості вважається область, яка об-

межена відповідними кривими критичних сполучень навантажень та ко-
ординатними осями (рис. 10,а).  

 

         
                         а                                                                   б 

Рис. 10. Область стійкості недосконалої оболонки-опори 
 

Видно, що область стійкості при допустимому напруженні σ=210 МПа 
в оболонці значно менша за область, яка відповідає втраті стійкості. Об-
ласті стійкості зменшуються зі збільшенням максимальної амплітуди не-
досконалості оболонки. Загальна стійкість оболонки-опори при різних 
комбінаціях вітру та ваги цистерни з рідиною забезпечена, оскільки об-

ласть експлуатаційного навантаження  11;
V
V

;
G
G

e

н
кр

e

н
кр 












 знаходиться в 

межах областей стійкості недосконалої оболонки-опори. На рис. 10,б 
представлена поверхня критичних сполучень навантаження, яка побудо-
вана за допомогою кривих, що обмежують область стійкості оболонки-
опори при допустимому навантаженні σ=210 МПа і мають вигляд суціль-
них ліній на рис. 10,а. 
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3. Імовірнісний підхід до визначення надійності за стійкістю  
Розроблено імовірнісний підхід до визначення надійності за стійкістю 

недосконалих тонкостінних оболонок при дії статичних навантажень, 
який базується на основних положеннях імовірнісного підходу 
В.В.Болотіна [22]. Цей підхід застосовано при визначенні надійності за 
стійкістю циліндричних тонкостінних оболонок зі змінною товщиною 
стінок з початковими недосконалостями форми при дії поверхневого тис-
ку [11] та оболонки-опори при дії комбінованого навантаження [14]. Імо-
вірнісний підхід містить припущення про існування функціональної за-
лежності критичного навантаження від початкової недосконалості конс-
трукції. Знаючи щільність повної імовірності вектора початкової недос-
коналості, можна визначити щільність імовірності критичного наванта-
ження як випадкової скалярної змінної. Надійність за стійкістю недоско-
налої оболонки при дії одного виду навантаження визначається за форму-
лою  

     Prob Prob .крR u                                (1) 

Тут  R  – надійність конструкції при заданому безрозмірному наванта-
женні  ; кр  – випадкове безрозмірне критичне навантаження; u – ви-
падкова безрозмірна величина початкової недосконалості;  – максима-
льно допустима безрозмірна величина початкової недосконалості. 

Якщо задати щільність імовірності початкових недосконалостей, мож-
на визначити щільність імовірності критичного навантаження, а надій-
ність за стійкістю недосконалої конструкції представити у вигляді: 

 
 

   
 

*

*

0 1 ,

1 ,

1 ,

x кр

кр

R f u

 
  

 



  

 

                                  (2) 

де кр
  – безрозмірне критичне навантаження, яке відповідає максималь-

но можливій безрозмірній величині початкової недосконалості конструк-
ції  ,  ufx  – функція щільності імовірності початкової недосконалості. 

При дії на оболонку комбінації двох видів навантаження, надійність за 
стійкістю визначається за формулою 

          u,,,R *
кркр ProbProb .                (3) 

Тут   ,R  – надійність оболонки при заданому безрозмірному комбіно-

ваному навантаженні   , ;  *кркр ,  – випадкове безрозмірне крити-
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чне сполучення навантажень, яке відповідає максимально можливій без-
розмірній величині початкової недосконалості оболонки  .  

Згідно виразу (2) надійність за стійкістю оболонки можна представити 
через функцію щільності імовірності початкової недосконалості: 

 
    

        
    

















,,,

,,,,uf

,,,

,R
*

кркр

**
кркр

*
кркрx

**
кркр









1

0

              (4) 

де   **
кркр ,  – безрозмірне критичне сполучення навантажень при 

втраті стійкості досконалої оболонки. 
За допомогою представленого підходу можна визначити значення до-

пустимого сполучення комбінованого навантаження  доп, , яке відпо-
відає необхідній (проектній) надійності оболонки r .  

3.1. Надійність за стійкістю недосконалої оболонки при дії поверх-
невого тиску 

В розрахунках задається щільність імовірності початкової недосконалості 
оболонки-опори у вигляді рівномірного розподілу (рис. 11,а), за трикутником 
(рис. 11,б) та Гаусового розподілу (рис. 11,в). Відповідні функції розподілу 
щільності імовірності початкової недосконалості оболонки-опори обчислю-
ються при умові, що максимально можлива безрозмірна величина початкової 
недосконалості   дорівнює 2.0, за формулами:  

– рівномірний розподіл 

     
uu

x dxdxxpuf
0

1

0

 ,                                     (5) 

де  xp  – щільність імовірності початкової недосконалості; 
– розподіл за трикутником 

   









u

x dxxuf
0

12


,                                         (6) 

– Гаусів розподіл 

  
u x

x dxuf
0

2
-

2

2

exp2 


,                                        (7) 

де 2 – дисперсія випадкової безрозмірної величини початкової недоско-
налості.  
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                           а                                                   б                                                   в 

 
                   г                                                   д                                                   е 

Рис. 11. Види та функції розподілу щільності імовірності недосконалості оболонки-
опори: а, г) рівномірний; б, д) за трикутником; в, е) Гаусів 

 
3.2. Надійність за стійкістю недосконалої оболонки-опори при дії 

комбінованого навантаження 
Визначення надійності за стійкістю оболонки-опори викладено в стат-

ті [3]. Надійність за стійкістю оболонки-опори   ,R  визначається за 
формулами (3), (4). Функціональна залежність комбінованого наванта-

ження 












e

н
кр

e

н
кр

V
V

;
G
G

 від початкової недосконалості   отримана при дослі-

дженні нелінійної стійкості оболонки-опори і представлена на рис. 10,б.  
Безрозмірна випадкова величина початкової недосконалості задається 

у вигляді u t  , де   – випадкове відхилення вузлів скінченно-

елементної моделі стінки оболонки-опори від вертикалі. Безрозмірне 

комбіноване навантаження представляється у вигляді   









ee V
V;

G
G, , 

де G  – навантаження від ваги цистерни з урахуванням змінної ваги ріди-
ни, V  – навантаження від вітру, що діє на цистерну. Випадкове безрозмі-
рне критичне сполучення навантажень записується у вигляді 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 96 
 

 

111

 













e

н
кр

e

н
кр

кркр V
V

;
G
G

, . Надійність за стійкістю оболонки-опори 

  









ee V
V;

G
GR,R   для трьох видів розподілу щільності імовірності 

початкової недосконалості подається  у вигляді поверхонь надійності 
(рис. 12). Вони будуються на кривих надійності, що відповідають конкре-
тному сталому значенню надійності і різним сполученням навантажень, 
які обчислюються для випадкових сполучень навантажень   ,  з відо-
мою залежністю від амплітуди недосконалості оболонки-опори. 

 

 
                     а                                                       б                                                        в 

Рис. 12. Поверхні надійності за стійкістю оболонки-опори з недосконалостями, 
розподіл щільності імовірності яких є: а) рівномірний, б) за трикутником, в) Гаусів 
 

Надійність за стійкістю оболонки-опори дорівнює одиниці, якщо ви-
падкове комбіноване навантаження попадає в область, яка обмежена кри-
вою надійності зі сталою координатою 1R  і осями координат eG G  та 

eV V . Якщо випадкове комбіноване навантаження попадає в область, яка 
знаходиться вище за криву надійності зі сталою координатою 0R , то 
надійність оболонки-опори дорівнює нулю. В інших випадках надійність 
за стійкістю визначається як координата точки поверхні надійності. Для 
цього на координатній площині  ;e eG G V V  із точки з заданими коор-

динатами паралельно осі ;e eR G G V V    проводиться пряма до перети-
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ну з площиною надійності. Третя координата точки перетину є надійніс-
тю за стійкістю недосконалої оболонки-опори. Допустиме сполучення 
безрозмірного комбінованого навантаження  доп, також визначається 
за допомогою поверхні надійності. Наприклад, якщо необхідну (проект-
ну) надійність оболонки прийняти 9950 ,r  , тоді координатами точок 
лінії перетину площини надійності з площиною, яка проведена паралель-
но координатній площині  ;e eG G V V  через точку простору 

   , , 0,995; 0; 0e eR G G V V   буде допустиме сполучення безрозмірно-

го комбінованого навантаження  доп, . 
Висновок. Розроблена чисельна методика дозволяє дослідити вплив 

початкових недосконалостей форми на стійкість тонкостінних оболонок. 
Процедури сучасного програмного комплексу скінченно-елементного 
аналізу та спеціально розроблені програми є ефективними при побудові 
математичних моделей нелінійної стійкості недосконалих оболонок. Мо-
делювання початкових недосконалостей залежить від геометричних па-
раметрів оболонки та виду навантаження. Початкові недосконалості сут-
тєво впливають на критичні значення навантажень, області стійкості та 
надійність тонкостінних оболонок.  
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Bazhenov V.A., Lukyanchenko O.O., Kostina O.V., Gerashchenko O.V. 
NONLINEAR STABILITY ANALYIS OF THIN SHELL WITH INITIAL SHAPE 
IMPERFECTIONS 

A numerical technique for nonlinear stability analysis of thin-walled shells with geometrical 
imperfections is presented. Mathematical models of imperfect shells stability are built using the 
modern finite element method software. The nonlinear stability analysis of a real cylindrical shell 
with shape imperfections was carried out. Stability domains and reliability of the imperfect shell-
bearing under the combined loading were determined. 

Keywords: reliability, critical load, geometrical imperfection, stability domain. 
 
 
Баженов В.А., Лукьянченко О.А., Костина Е.В., Геращенко О.В. 
ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ТОНКОСТЕННЫХ 
ОБОЛОЧЕК С НАЧАЛЬНЫМИ НЕСОВЕРШЕНСТВА ФОРМЫ 

Представлена численная методика исследования нелинейной устойчивости тонкостен-
ных оболочек с несовершенствами формы. Математические модели устойчивости несовер-
шенных оболочек построены с помощью метода конечных элементов, реализованного в 
современном вычислительном комплексе. Исследована нелинейная устойчивость цилинд-
рической оболочки с реальными несовершенствами формы. Определены область устойчиво-
сти и надежность несовершенной оболочки-опоры при действии комбинированного нагру-
жения. 

Ключевые слова: надежность, критическая сила, геометрические несовершенства, об-
ласть устойчивости. 


