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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБІЖНОСТІ ІТЕРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ У 

НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧАХ СГМ  

 

Анотація: в роботі розглядаються питання аналізу збіжності ітераційних 

процесів у нелінійних задачах статико-геометричного методу при 

формоутворенні дискретних каркасів кривих ліній та поверхонь. 

Проаналізовано вибір алгоритму моделювання ДПК на прикладі площинної 

задачі формування дискретного каркаса кривої лінії під впливом нормальних 

зусиль, з різними законами розподілу величин векторів цих зусиль. 

Ключові слова: статико-геометричний метод, ітераційні процеси, 

нелінійні задачі, нормальні зусилля. 

 

Група нелінійних задач статико-геометричного методу формування 

кривих ліній та поверхонь виникає тоді, коли у системі рівнянь рівноваги вузлів 

зовнішні формоутворюючі зусилля нелінійно залежать від координат суміжних 

вузлів.  

Якщо, в узагальненій рекурентній формулі величина зовнішнього 

навантаження функціонально пов’язана із координатами вузлів нелінійно, то 

задача формування дискретного каркаса поверхні є нелінійною, оскільки 

рівновага кожного вузла описується нелінійним рівнянням:  

0),,...,,,(... ,,,1,,2,,1,,1,,,1,,2,,1,, jiljiljijijijiljiljijiji uuuuufluuuuu  (1) 

де l – кількість в’язей в одному вузлі локальної системи координат; 

ui,j – координати вузла у глобальній системі координат; 

f1(u) – нелінійна функція залежності зовнішнього формоутворюючого 

навантаження від координат вузлів.  

Прикладами можуть бути задачі побудови точкових каркасів 

безмоментних оболонок, таких як: пневматичні оболонки, поверхні яких 

формуються під дією рівномірно-розподіленого внутрішнього тиску; резервуар 

з рідиною, дискретний каркас поверхні якого формується під впливом 

нерівномірно-розподіленого між вузлами сітки внутрішнього збиткового тиску 

або підводна споруда, поверхня якого формується під впливом нерівномірно-

розподіленого між вузлами зовнішнього тиску. 
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Оскільки зусилля впливу на оболонку повинні бути нормальними до 

поверхні оболонки, їх параметри нелінійно залежать від координат групи 

суміжних вузлів. Такі задачі описуються системою нелінійних рівнянь (1), яка 

розв’язується методом послідовних наближень. 

Для розв’язання подібних задач в роботі використовується різновид 

методу Ньютона-Рафсона [1, 2], відповідно до якого покроково уточнюються 

координати вузлів дискретного каркаса поверхні шляхом кількоразового 

рішення системи лінійних рівнянь рівноваги вузлів. Цей метод обраний тому, 

що він наближено моделює фізичний процес формування поверхні. 

Розподіл зовнішнього навантаження на вузли дискретного каркаса може 

бути рівномірним, лінійно та нелінійно розподіленим, що суттєво впливає на 

збіжність ітераційного процесу. Тому, виникає необхідність в аналізі 

отриманих результатів. Для вивчення питань збіжності ітераційних процесів 

обрана площинна задача формування дискретного каркаса кривої лінії під 

впливом нормальних зусиль із різними законами розподілу величин векторів 

зусиль між вузлами. 

При формоутворенні двовимірного образу (дискретного точкового 

каркаса поверхні) рівняння рівноваги вузла на сітці з чотирикутними клітинами 

має вигляд: 

;04

;04

;04

,,,1,1,1,1,

,,,1,1,1,1,

,,,1,1,1,1,

zjijijijijiji

yjijijijijiji

xjijijijijiji

kPzzzzz
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kPxxxxx

 (2) 

де xi,j, yi,j, zi,j – координати вузла у системі відліку iOj; 

),,,,,,,,,,,,,,( ,,1,11,1,,,1,11,1,,,1,11,1,,, jijijijijijijijijijijijijijijiuji zzzzzyyyyyxxxxxfkP

 – координатні складові вектора зовнішнього формоутворюючого зусилля 

(функція ujikP ,,  є нелінійною, відносно координат вузлів).  

При формування одновимірного образу (дискретного точкового каркаса 

кривої лінії) рівняння рівноваги вузла спрощується: 

;02

;02

,11

,11

yiiii

xiiii

kPyyy

kPxxx
 (3) 

де kPi,x та kPi,y – координатні складові зовнішніх зусиль kPi, що 

описуються нелінійними функціями залежності від координат xi-1, xi+1, yi-1, yi+1. 

Системи рівнянь (2), (3) є нелінійними і розв’язуються методом 

послідовних наближень. Ітераційний процес передбачає покрокове уточнення 

одного з параметрів. Відомо, що збіжність ітерацій, в методі послідовних 

наближень, суттєво залежить від близькості першого наближення до кінцевого 

результату, однак, якщо кінцевий результат невідомий, то і задання першого 

наближення є невизначеним [3].  
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Розглянемо питання збіжності ітераційних процесів при формуванні 

дискретного каркаса кривої під впливом 

нормальних зовнішніх зусиль із різним 

розподілом величин векторів зусиль між 

вузлами за параболічним законом 
n

iniiii hahahahaaP ...
3

3

2

210 , де 

hi = уі – висота довільного вузла ДПК, n – 

порядок параболи (рис. 1).  

Задано обмеження 30 n .  

1. 0aP  – постійне 

навантаження (n=0); 

2. haaP 10  – лінійний 

розподіл навантаження (n=1); 

3. 2
210 hahaaP  – розподіл 

навантаження по параболі другого порядку (n=2);  

4. 3
3

2
210 hahahaaP  – розподіл навантаження по параболі 

третього порядку (n=3).  

Або у дискретному вигляді: 

1. Рівномірний розподіл величин векторів зовнішніх зусиль, рис. 1, 

лінія а: 

0PPi  (4) 

де Р0 – величина зовнішнього зусилля у вузлі D0 (рис. 2). 

2. Лінійний закон розподілу величин векторів зовнішніх зусиль, рис. 

1, лінія б:  

H

hHP
P i

i

)(0  (5) 

де Н – ордината на графіку розподілу зовнішніх зусиль, при якій 

величина зусилля Р=0; hi = уі – ордината довільного вузла ДПК (рис. 2). 

3. Розподіл величин векторів зовнішніх зусиль по параболі 2-го 

порядку, рис. 1, крива d: 

2
0 )1(

H

h
PP i

i  (6) 

4. Розподіл величин векторів зовнішніх зусиль по параболі 3-го 

порядку, рис. 1, крива с: 

3

3

0

2

2

00
0

33

H

hP

H

hP

H

hP
PP iii

i  (7) 

Рис. 1. Графіки розподілу величин 

векторів зовнішніх зусиль  

між вузлами ДПК 
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Вектор нормального зусилля, прикладеного до заданого вузла кривої, є 

перпендикулярним до дотичної, яка в свою чергу, у дискретному вигляді 

приблизно визначається як пряма, паралельна хорді, що проходить через два 

вузла (Аn/2, 2iC ) (рис. 2), суміжні до вузла 1iB  [4].  

Тоді, функція f1 у рівнянні (1) набуває вигляду: 

;
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2
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11
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 (8) 

де Pi – величина вектора зовнішнього зусилля, яка назначається у 

відповідності із заданим графіком розподілу зусиль (4) – (7), між вузлами;  

ixkP , iykP – координатні складові вектора 

зовнішнього зусилля Pi. 

За вихідні дані для тестових 

прикладів приймемо координати трьох 

заданих вузлів із співвідношенням 

20 2/

1

2/

0

2/

l

h

OD

OA

OD

OA n

n

nn .  

Приймаємо для всіх прикладів число 

вузлів ДПК n = 9, (рис. 3) та задаємо 

графіки розподілу величин векторів 

зовнішніх зусиль між вузлами (рис. 1).  

Задається припустима похибка σ розв’язання задачі. Ця похибка 

визначається як різниця значень коефіцієнта k двох суміжних ітерацій.  

Рис. 3. Вихідні дані для моделювання ДПК під впливом нормальних зусиль, 

прикладених до вузлів та розподілених за лінійним законом 

Рис. 2. Схематичне зображення 

ДПК і векторів зовнішніх зусиль 

О 
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Задаємо 0001.00001.0 k . В силу симетрії вихідних даних розрахунки 

можна виконувати лише для вузлів половини моделі (рис. 3). 

Відомо [4], що якщо зовнішнє зусилля дорівнює нулю, то три суміжні 

вузла опиняться на одній висоті. Тому, можна продемонструвати властивість: 

Властивість. Зовнішнє навантаження в екстремальному вузлі (Аn/2) ДПК 

(рис. 3) не повинно дорівнювати нулю. 

Якщо, при заданій висоті (найвищого) екстремального вузла кривої, 

зовнішнє зусилля, за графіком (рис. 4, г), приймається рівним нулю, то три 

суміжні вузла кривої (рис. 4, а) (
2/1)2/(1)2/( ,, nnn ABB ), відповідно до рівняння 

рівноваги вузла (Аn/2): 02 11 iii yyy , де n/2=і, будуть мати однакову 

висоту. Тоді, співвідносно до графіка розподілу зусиль, величини 

0,1)2/(,2/,1)2/( ynynyn PPP  (рис. 4, б). 

Якщо у вузлі ( 1)2/(nB ) зусилля 0,1)2/( ynP , відповідно до рівняння 

цього вузла 02 21 iii yyy  наступний вузол ( 2)2/(nC ) буде мати таку саме 

ординату (рис. 4, в). Продовжуючи цей процес, всі вузли ДПК опиняться на 

одній горизонтальній прямій iyy , що унеможливлює проходження ДПК 

через вузли 10 nDD .  

 

 

Для порівняльного аналізу збіжності пропонується два алгоритми 

організації ітераційного процесу при побудові дискретного каркаса кривої лінії 

за допомогою статико-геометричного методу:  

а) 

Рис. 4. Вплив нульового за величиною зовнішнього зусилля, що діє в 

екстремальному вузлі ДПК, на форму кривої  

а) б) 

в) г) 
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перший – уточнення координат вузлів із заданим сталим відношенням 

lhn /2/ , де l – проліт кривої (абсциса точки D0); 

другий – уточнення координат вузлів при покроковому збільшенні 

величини lhn /2/ . Причому, результат першої ітерації на попередньому кроці 

приймається за початкове наближення для другої ітерації на наступному кроці. 

Покрокове розв’язання задачі дозволяє на кожному кроці покращити початкове 

наближення для наступного кроку ітерації, що суттєво впливає на збіжність 

ітераційного процесу. По суті, ітераційний процес за цим алгоритмом 

складається із двох етапів. На першому, з яких, покроково збільшується 

відношення lhi /  до досягнення максимального lhn /2/ . На другому етапі, 

координати вузлів ДПК уточнюються при сталій величині lhn /2/ .  

На останньому кроці алгоритму визначається та аналізується величина 

похибки σ знайденого рішення: 1jj kk . Завершення ітераційного 

процесу відбувається тоді, коли похибка результату розв’язку системи рівнянь 

не перебільшує припустиму.  

Після кожної ітерації, у кожному алгоритмі, аналізується збіжність 

процесу δ, порівнянням похибок у поточній та попередній ітераціях, за 

формулою: δ = σі - σі-1. 

За результатами обчислень, за першим з приведених алгоритмів, 

побудовано тривимірні графіки залежності між числом ітерацій (q) та 

відношеннями ( 02/ / PPn ) і ( lhn /2/ ) (рис. 5, а, б, в). На рис. 5, а показано 

залежність числа ітерацій від відношення між ординатою екстремального вузла 

Аn/2 ДПК до абсциси вузла 0D  – величини ( lhn /2/ ), з одного боку, та від 

відношення зовнішнього зусилля в екстремальному вузлі Аn/2 кривої до зусилля 

у вузлі 0D  – величини ( 02/ / PPn ), з іншого боку, при лінійному законі 

розподілу векторів зовнішніх зусиль iP .  

Рис. 5. Тривимірні графіки зміни числа ітерацій  

а) б) в) 
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На рис. 5, б, в показано аналогічно побудовані тривимірні графіки, але 

при розподілі величин векторів зовнішнього навантаження iP  між вузлами за 

параболічним законом другого та третього порядків, відповідно. 

Аналіз графіків, побудованих за результатами обчислень координат 

вузлів ДПК за першим алгоритмом показав, що: 

1. Число ітерацій для отримання кінцевого результату збільшується із 

збільшенням порядку параболи та із зростанням збільшення співвідношення 

lhn /2/ . 

2. Коли процес починає розходитись, з’являються асимптотичні лінії, що 

показують межу збіжності процесу.  

3. За отриманими результатами, за графіками, можна обирати максимальне 

припустиме співвідношення lhn /2/  (якщо закон розподілу величин векторів 

зовнішніх зусиль заданий) при моделюванні ДПК, коли процес не буде 

розходитись. 

4. Якщо закон розподілу векторів зусиль рівномірний, то збіжність процесу 

буде залежати лише від стріли підйому кривої лінії. Чим більше стріла підйому, 

тим більшим буде число ітерацій для отримання результату, і чим менша стріла 

підйому – тим меншим буде число ітерацій, при заданій величині прольоту 

кривої. 

Висновки. Порівнявши графіки результатів двох алгоритмів можна 

зробити загальний висновок, що із збільшенням порядку параболи закону 

розподілу величин векторів зовнішніх зусиль з’являється максимально можливе 

значення співвідношення lhn /2/ , при якому ітераційний процес ще буде 

збігатись. Причому, ця величина зменшується із зростанням порядку параболи. 

Точність прийнятого першого наближення, для наступного кроку алгоритму, не 

суттєво впливає на збіжність процесу, але невдало вибране перше наближення 

може значно збільшити число ітерацій. 
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Аннотация 

Ботвиновская С. І. Доцент кафедры начертательной геометрии и 

инженерной графики Киевского национального университета строительства и 

архитектуры. 

Исследование сходимости итерационных процессов в нелинейных 

задачах СГМ. 

В работе рассматриваются вопросы исследования сходимости 

итерационных процессов в нелинейных задачах при моделировании, с 

помощью статико-геометрического метода (СГМ), дискретных каркасов 

кривых линий или поверхностей под действием нормальных внешних усилий, 

приложенных к их узлам. Рассматриваются два алгоритма моделирования 

дискретного каркаса кривой линии, и используются разные законы 

распределения величин векторов внешних усилий между узлами ДПК. 

Проведен анализ сходимости итерационных процессов, на примере 

плоскостной задачи формообразования дискретного каркаса кривой линии.  

Ключевые слова: статико-геометрический метод, итерационные 

процессы, нелинейные задачи, нормальные усилия. 

 

Annotation 

S. Botvinovska Candidate of Technical Sciences of department of descriptive 

geometry, engineering graphics in Kyiv National University of Construction and 

Architecture. 

Research of convergence of iterative processes in tasks of design of 

discrete frameworks of curves or surfaces a SGM with the nonlinear systems of 

equalizations. 

The questions of research of convergence of iterative processes in nonlinear 

tasks, namely in the task at the design of the discrete frameworks of surfaces or lines 

by means of a static-geometric method (SGM) are examined in the article. 

The analysis of results of convergence of iterative processes is executed on the 

example of two-dimensional problem, namely on the example of design of discrete 

framework of the line. Problems are examined, when the different laws of 

distribution of sizes of vectors of normal external efforts are used between the knots 

of curve. 

Keywords: a static-geometric method, iterative processes, the nonlinear system 

of equalizations, the normal forces 
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ОСОБЛИВОСТІ ФОРМУВАННЯ АРХІТЕКТУРНИХ ОБ’ЄКТІВ НА 

ВОДІ 

 

Анотація: розглянуто питання особливостей архітектурно-планувальної 

організації об'єктів на воді. Окремо виявлені особливості формування  будівель 

в залежності від взаємодії об’єкта та води. 

Ключові слова: екологічна архітектура,водне середовище, архітектурно-

планувальні рішення, природно-кліматичні чинники. 

 

Актуальність.  Екологічна архітектура на сьогоднішній день стала основним 

напрямком розвитку будівництва. Оскільки вдосконалюються нові технології, 

зростають їх негативні наслідки на екологічний стан середовища. Тому 

доцільним стає формування екологічно захищених об’єктів, де реалізується 

захист населення від негативних впливів. Брак вільних території викликає 

необхідність пошуку нових форм будівництва об’єктів, які розташовують 

навіть на воді. 

Необхідність формування забудови все більше спонукає до пошуку нових 

типів екологічних об’єктів, для яких потрібні вільні території. При цьому 

виникає необхідність знайти нові території для планувальної структури 

об'єктів, які можна розташовувати на воді (рис.1)[1,2]. 

   

Рис.1 Архітектор - Orlando De Urrutia. Футуристичний готель на воді 


