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АНОТАЦІЯ. Розглянуті концепції і основні моделі течії бетонних сумішей. Використана модель в’язко-пластичного сере-

довища Бінгама, що дозволяє врахувати додаткові складові опори бетонної суміші, які викликані динамічними навантажен-
нями робочих органів при формуванні кільцевого кріплення підземної споруди. 
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АННОТАЦИЯ. Рассмотрены концепции и основные модели течения бетонных смесей. Использована модель вязко-

пластической среды Бингама, что позволяет учесть дополнительные составляющие сопротивления бетонной смеси, 
вызванные динамическими нагрузками рабочих органов при формировании кольцевого крепления подземного сооружения. 

Ключевые слова: вязкость, скорость, пластичность, деформации, роликовое формование. 
 
SUMMARY. Purpose. The installation behavior with dynamic mix of roller working groups on environment emerging in the 

construction of ring designs to set the dependence distribution of contact pressures given loading rates. Methodology/approach. A 
mixture of a stressed-tying-plastic medium that shows its basic properties depending on the mode of action on it. Using the known 
model Bininga defined relationship between the stress of concrete mix and the conditions of its contact with the working body. Findings. 
It is resolved differential equations changes the normal contact pressure concrete mixture on your body. Research limita-
tions/implications. The model of a visco-plastic medium Bingham to allow for additional components of the resistance of concrete due 
to dynamic loads of working bodies in the formation of the annular attachment of the underground facilities. Originality/value. The 
article is one of the steps further research. 
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Вступ 
В процесі виготовлення будівельної 

конструкції бетонна суміш зазнає два ета-
пи: заповнення певного об’єму, приймаючи 
певну форму і ущільнення в заданому 
об’ємі. Залежно від обраної технології ро-
ликового формування данні процеси мо-
жуть бути суміщені у випадку формування 
з утворенням ‘‘ язика’’ ущільнення [1] і 
рознесені у просторі для випадку послідов-
ного ущільнення з попереднім вібраційним 
або безвібраційним ущільненням бетонної 
суміші. Як в першому так і другому випад-
ках процес роликового  ущільнення відбу-
вається шляхом циклічної дії роликового 
робочого органа на бетонну суміш, що ви-
кликає в суміші нормальні і дотичні на-
пруження, які складають більше MPa5,0 . 
Внаслідок великих лінійних ε  і кутових 
деформацій γ , які складають більше 05,0>  
і 1,0> , суміш проявляє свої пластичні влас-
тивості у зоні навантаження. Матеріал пе-
реходе в пластичний стан. 

В загальному випадку плоского напру-
женого стану неможливо встановити умови 
пластичності для нескінченної множини 

співвідношень між складовими напружен-
нями. Тому умови пластичності встанов-
люють на основі гіпотез з наступною екс-
периментальною перевіркою [2, 3]. 

При дослідженні контактної взаємодії 
роликових робочих органів з середовищем, 
що оброблюється, бетонна суміш представ-
лена моделями: пружною моделлю Гука [4, 
5], жорстко-пластичною Кулона-Мора [5-
7]. Особливістю даних моделей є незалеж-
ність поведінки матеріалу від швидкості 
деформацій і часу прикладення наванта-
ження. Умовою використання даних моде-
лей є той факт, що середня швидкість руху 
робочих органів бетоноформуючих агрега-
тів складає в межах 1,5 м/с. З метою підви-
щення продуктивності, швидкість руху ро-
бочих органів при формуванні кільцевих 
конструкцій може перевищувати 5 м/с, що 
викличе додаткові напруження у середо-
вищі, які викликані в’язкими властивостя-
ми бетонної суміші.  

Особливість виникнення додаткового 
опору пов’язаного зі збільшенням швидко-
стей навантаження не дозволяє використо-
вувати отримані раніше залежності для ви-
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рішення контактної задачі взаємодії роли-
кових робочих органів з бетонною суміш-
шю. 
Мета і завдання дослідження  
Встановлення поведінки суміші при ди-

намічній дії роликових робочих органів на 
середовище, що формується в умовах зве-
дення кільцевої конструкції, яка дозволяє 
встановити залежність розподілу контакт-
них тисків з урахуванням швидкостей на-
вантаження. 
Виклад основного матеріалу 
Бетонна суміш представляє собою полі-

дисперсне середовище, яке складається з 
зерен крупного і дрібного заповнювача, які 
в ідеальному випадку покриті цементним 
гелем. В загальному випадку суміш є  
пружно-вязко-пластичне середовище, яке 
проявляє свої основні властивості залежно 
від способу дії на нього [8, 9]. Основні пла-
стичні властивості бетонної суміші 
пов’язані з взаємодією зерен заповнювача. 
При динамічному навантаженні бетонна 
суміш проявляє свої в’язкі властивості, які 
пов’язані з властивостями цементного ге-
лю, реологічні параметри якого можливо 
описати за допомогою в’язкого тіла Нью-
тона ( N ). Сумісну поведінку зерен запов-
нювача і цементного гелю можливо змоде-
лювати за допомогою в’язко-пластичної 
моделі Бінгама ( B ) без врахування пружної 
складової Гука H : 

( )StVNB = , 

де N  - тіло Ньютона; StV  - тіло  Сен-
Венана. 

Експериментальні дослідження процесу 
навантаження рихлої бетонної суміші свід-
чать про прояву пружних деформації при 
тисках менших КПа10 , що значно менше 
тисків які виникають під час роликового 
формування, що дозволяє не враховувати 
пружну складову на етапі навантаження. 

Модель Бінгама багаторазово експери-
ментально підтверджена при моделюванні 
процесу формування будівель-них констру-
кцій [8, 10-12] і може бути представлена 
для умов роликового формування наступ-
ним виразом: 

впs τ+τ=τ ,   (1) 

де пτ  - складова опору зсуву, яка зумовле-

на пластичними властивостями суміші; 
в

τ  - 

складова опору зсуву, яка зумовлена 
в’язкими властивостями суміші. 

В’язкі властивості середовища в моделі 
Бінгама представлені тілом Ньютона, яке 
описується рівнянням: 

γµ=τ &в ,   (2) 
де µ  - динамічна в’язкість бетонної суміші; 
γ&  - швидкість пластичної деформації. 

Опір пτ  зсуву бетонної суміші залежить 

від стану ущільнення суміші [5-7] і дії нор-
мального тиску, що дозволяє використати 
модель Кулона-Мора: 

( )ytg терxп 0τ+ϕσ=τ , (3) 

де xσ  – нормальний тиск; терϕ  – коефіці-

єнт тертя; ( )y0τ  – початковий граничний 

дотичний тиск. 
Початковий граничний дотичний тиск 

залежить від ступеня ущільнення бетонної 
суміші і змінюється ортогонально як за на-
прямом перекочування по дузі захоплення 

xϕ , так і вздовж осі обертання ролика y . 

Зміна початкового граничного дотичного 
тиску по дузі захоплення xϕ , з врахуван-

ням лінійної зміни міцності від мінімально-
го насипного значення насτ  до максималь-

ного значення граничного дотичного тиску 
відформованого виробу ( )yвирτ  для даної 

точки осі обертання ролика y : 

( ) ( ) ( )y
y

y вирx
вирнас τ+ϕ

ϕ
τ−τ

=τ0 ,(4) 

де ϕ  - кут захоплення суміші. 
Значення граничного дотичного тиску 

відформованого виробу ( )yвирτ  залежить 

від ступні ущільнення по довжині ролика 
( )y  і може бути представлена рівнянням: 

( ) ( )yKy kвир υ+τ=τ , 

де υ , kτ  - коефіцієнти пропорційності. 

( )yK  - ступінь ущільнення бетонної су-
міші. 

Після підставлення (2-4) в (1) і перетво-

рень динамічний граничний опір зсуву д
sτ : 
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( ) ( ) γµ+τ+ϕ
ϕ
τ−τ

+

+ϕσ=τ

&y
y

tg

вирx
вирнас

терx
д
s

. (5) 

Отримана залежність дозволяє визначи-

ти динамічний граничний опір зсуву д
sτ  за 

умови відомих зовнішніх чинників дії, які 
представлені нормальним тиском xσ  і 

швидкістю пластичних деформацій γ& . 
Визначимо швидкість пластичних дефо-

рмацій xyγ&  у елементі, який являє собою 

стовпчик суміші шириною dx  (рис. 1). 
Пластичні деформації при плоско-

деформованому стані у площині XOZ : 

z

u

x

w
xz ∂

∂+
∂
∂=γ , 

де w  - переміщення вздовж осі OZ  (верти-
кальні); u  - переміщення вздовж осі OX  
(вертикальні). 

Відповідно швидкість пластичних дефо-
рмацій : 

z

u

x

w
xz ∂

∂+
∂
∂=γ

&&
& . 

Для визначення часткових похідних 
швидкостей w&  і u&  по x  і z  визначимо за-
лежність розподілу швидкостей в плоскості 
XOZ . Кочення робочого колеса з лінійною 
швидкістю V  являє собою обертання на-
вколо миттєвого центра обертання з коло-

вою швидкістю R
V

R =ω . Швидкість руху 

точки обода w&  з координатою x ( xϕ ): 

 

xR
R

x
xw ϕ⋅ω≈







⋅⋅ω≈
2

cos& . 

Врахувавши, що кут Rxx ≈ϕ , вертика-

льна складова швидкості руху точки обода 
w& : 

xw ⋅ω≈& . 
Вертикальна складова переміщень w  

нижніх шарів стовпчика суміші в наслідок 
підсилення масивом гірської породи прак-
тично не має вертикального переміщення. 
Аналіз експериментальних даних дослі-
дження зміни величини переміщень по ви-
соті у пластичному середовищі свідчать 
про близький до експоненціального харак-
теру зміни і для умов роликового форму-
вання може бути представлений у вигляді:: 

( )
x

x
h

zh

e

x
hw

)(1−

ω=& . 

Для усередненого значення швидкості 
по висоті w& : 

( )11 −−ω= exw& . 
Для опису процесу пластичної деформа-

ції можливо застосувати умови пластично-
сті Треска-Сен-Венана, яке полягає у тому, 
що пластичні деформації в матеріалі вини-
кають, коли максимальні напруження дося-
гають значення, що дорівнює межі текучос-
ті sτ : 

sτ=σ−σ 231 , 

де 1σ , 3σ  - головні напруження середовища 

(рис. 2). 
При дослідженні припускається, що вісі 

головних напружень спрямовані паралель-
но осям координат, при цьому 1σ=σz  і 

3σ=σx . Орієнтація площадки  по якій від-

бувається зсув визначається кутом α  і до-

рівнює 4
π (рис. 2). Дане припущення вико-

ристано в роботах  K. L. Johnson, T. 
Karman, А.А.Ильюшина, А. И. Целікова, В. 
П. Полухіна для дослідження контактних 
задач взаємодії жорсткого індентора з плас-
тичним середовищем. 

 

dx  x  

2
xϕ

 

xϕ  

z  

x  

R  

α  

ω  

O  

O′  w&  

)(zhx  u&  

V  

V ′  

 

    Рис. 1. Схема визначення розподілу  
деформації середовища 
    Fig. 1. Chart of determination of  
distribution of deformation of environment 
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Орієнтація площини зсуву під кутом 

4
π=α  дозволяє визначити відношення ве-

кторів швидкостей: 

α
=

tgw

u 1
&

&
. 

Враховував встановлені залежності зна-
чень швидкостей u&  і w&  вздовж осейOX  і 
OZ  середня швидкість кутової деформації 

xzγ& : 

( )112 −−ω=γ exz& . 

Встановлення середньої швидкості плас-
тичної деформації xzγ&  дозволяє визначити 

в’язку складову динамічного граничного 
опору зсуву : 

( )112 −−µω=τ eв . 

Динамічна в’язкість бетонної суміші на 
основі моделі Ейнштейна [13] залежить від 
структурного стану полідисперсної систе-
ми, однією з основних характеристик на 
етапі ущільнення є концентрація частинок 
твердої фази. Реологічні моделі зв’язують 
лінійно або близько дволінійної в’язкість з 
концентрацією частинок твердої фази. Змі-
на густини бетонної суміші по дузі контак-
ту xϕ  має наступний характер: 

( )xϕρ ~ xkk ϕ+ 21 . 

Тому за аналогією з розподілом гранич-
ного опору зсуву, зміна динамічної 
в’язкості бетонної суміші має вигляд 

( ) ( )y
y

вирx
вирнас µ+ϕ

ϕ
µ−µ

=µ , 

де насµ  - в’язкість рихлої суміші; 

( )yвирµ  - в’язкість суміші для  точки осі 

обертання ролика з координатою y . 
З врахуванням отриманої залежності 

розподілу динамічного граничного опору 
зсуву sτ  по площі контакту диференційні 

рівняння зміни нормального контактного 
тиску роликового робочого органа [6, 7] з 
бетонною сумішшю набувають вигляду: 

І,

 

( )

x

n
в

в

x
x

д
s

д
sx

h

dh

R

R
tgp

pd










































µ+







 φξ+µ−τ=

=τ−

sin
arcsin2

2

;

 

ІІ,

 

( )

x

n
в

в

x
x

д
s

д
sx

h

dh

R

R
tgp

pd










































µ−







 φξ−µ+τ=

=τ−

sin
arcsin2

2

; 

ІІІ,

( )

( )

2

2

1
(1 ) sin

sin
2 arcsin

cos
cos ( sin ).

sin

x
x x

x x

x
x в

в

x
x x

в x

dp
p

d h

R
p tg

R

R
R

R R

= −β φ −
φ

   ϕ− β −µ + ξ − µ ×        

φ× φ ϕ −
− φ

�

  

Початкові умови для точки початку вза-
ємодії ролика з середовищем ϕ=ϕx  є умо-

ва  пластичного деформування суміші 
( ) sp τ=ϕ 2 . На рисунка 3 і 4 представлені 

епюри розподілу нормальних контактних 
тисків за однакових умов при використанні 
пластичної моделі і в’язко-пластичної мо-
делі середовища. 

 

3σ  1σ  

α2  
xzτ  

σ  

τ  

xσ  

zσ  

sτ2
 

 

    Рис.2.  Коло напружень при плоскому  
деформованому стані 
    Fig. 2. The strains circle in flat deformed 
state 
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Очевидно, що напруження, які виника-
ють у в’язко-пластичному середовищі при 
ії динамічному навантаженні, будуть біль-
шими, що викличе збільшення значень роз-
поділу нормальних контактних тисів.  

Різка зміна значення теоретичного роз-
поділу нормальних контактних тисків не 
характерне для дійсного розподілу, що по-
яснюється прилипанням і поступовою змі-
ною коефіцієнта тертя в зоні максимальних 
тисків. Також вирішені диференційні рів-
няння зміни нормального контактного тис-
ку не враховують рух бетонної суміші 
вздовж осі обертання робочого органа у зо-
ні максимальних тисків в кінці процесу фо-
рмування, що призведе до зменшення кон-
тактних тисків. 
Висновки 
Визначення закономірностей розподілу 

нормальних тисків при динамічному впливі 
роликових робочих органів на бетонну су-
міш дозволяє встановити основні енергоси-
лові параметри процесу роликового форму-
вання кільцевого кріплення тунелю з ура-
хуванням в’язких властивостей бетонної 

суміші. 
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