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Анотація. Зазвичай розрізняють три основні 
стадії руху вантажопідйомного механізму кра-
на: пуск (розгін), усталений рух і гальмування 
(вибіг, зупинка). Для кожної із вказаних стадій 
руху характерні певні співвідношення між ро-
ботами рушійних (чи гальмівних) сил і сил 
опору. Зокрема, на стадії пуску механізму не-
обхідно, щоб рушійний момент був більшим за 
момент від сил опору рухові. При цьому на ва-
лу двигуна протягом часу пуску виникає необ-
хідне прискорення і його кутова швидкість зро-
стає від нуля до усталеного значення, що від-
повідає паспортному режиму. Протягом набору 
частоти до усталеного значення власна частота 
обертання вала двигуна є функцією часу. У 
процесі пуску механізму підйому вантажу ви-
никає резонанс (частота обертання вала двигу-
на дорівнює власній частоті коливань системи 
«привід – канат – вантаж»). Саме цей резонанс 
призводить до суттєвого перевантаження дви-
гуна у процесі набору ним усталеної частоти 
обертання. Необхідно приймати заходи щодо 
зменшення небезпечних перевантажень двигу-
на у процесі його пуску, а також зменшувати до 
мінімального значення коефіцієнт переванта-
ження/навантаження (динамічності) у пружно-
му елементі механізму (канаті). Для цього ви-
користовують сучасні механотроні системи ке-
рування рухом механізму підйому вантажу і за 
допомогою спеціальних контролерів задати такі 
закони руху приводу і вантажу, за яких коефі-
цієнт динамічності буде мінімальним. При про-
веденні подібних розрахунків й оптимізації ди-

намічних навантажень у канатах механізму пі-
дйому вантажу слід враховувати способи під-
йому вантажу: «з ваги», «з підхватом» або «з 
землі», а також основні кінематично-силові й 
геометричні параметри механізму. Мета даної 
роботи полягає у встановленні законів руху 
елементів вантажопідйомного механізму крана, 
за яких мінімізуються рушійний та надлишко-
вий моменти на валу двигуна, а також коефіці-
єнт динамічності у пружних елементах (кана-
тах) механізму у процесі його пуску навіть за 
наявності резонансів (збігання миттєвої частоти 
обертання вала з власною частотою системи 
«привід – канат – вантаж»). Враховані момент-
ні характеристики двигуна за формулою Клос-
са, а також різні види динамічного опору обер-
тальному руху вала двигуна. Здійснений розра-
хунок параметрів оптимального пуску ванта-
жопідйомного механізму на основі обґрунтова-
них еквівалентних схем: а) «з ваги» абсолютно 
жорстким канатом; б) «з ваги» пружним кана-
том; в) «з підхватом» або «з землі». Встановле-
ні закони руху, за яких мінімізується натяг 
пружних елементів механізму (канатів) при пі-
дйомі вантажу у процесах пуску. Використані 
підходи та методи класичного варіаційного чи-
слення. Наведені результати отримані чисель-
но-аналітичними методами. 
Ключові слова: обґрунтування, еквівалент-

на схема, розрахунок, параметри, оптимальний 
пуск, вантажопідйомний механізм, кран, міні-
мізація, натяг, канати, підйом вантажу, спосо-
би. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

 
Розрізняють три основні стадії руху ван-

тажопідйомного механізму крана: пуск 
(розгін), який триває протягом деякого пе-
ріоду часу pt , усталений рух (протягом ча-

су 0t ) і гальмування (вибіг, зупинка), яке 

триває протягом деякого часу гt . Для кож-

ної з них характерні певні співвідношення 
між роботами рушійних (чи гальмівних) 
сил і сил опору. Зокрема, на стадії пуску 
механізму необхідно, щоб рушійний мо-
мент був більше моменту від сил опору ру-
хові ( (ст.)

р оп>M M ), де рM  – рушійний мо-

мент, (ст.)
опM  – момент сил опору (стаціонар-

ний). Інакше кажучи, надлишковий момент 
( надл.M ), який дорівнює різниці між момен-

тами рM  й (ст.)
опM , був більше нуля. При 

цьому на валу двигуна протягом часу пуску 
( рt ) виникає необхідне прискорення 0ω / рt  і 

його швидкість зростає від 0 до 0ω , де 0ω   

усталена кутова швидкість обертання вала 
двигуна. Слід зазначити, що протягом на-
бору частоти 0ω  власна частота обертання 

вала двигуна ω  є функцією часу t , тобто 

( )tω . Крім того, у процесі пуску механізму 

підйому вантажу виникає резонанс ω = Ω , 
де Ω  – власна частота коливань системи 
“привід – канат – вантаж”. Цей резонанс 
призводить до суттєвого перевантаження 
двигуна саме у процесі набору ним устале-
ної частоти обертання 0ω . Необхідно при-

ймати заходи щодо зменшення небезпечних 
перевантажень двигуна у процесі його пус-
ку, а також зменшувати до мінімального 
значення коефіцієнт перевантажен-
ня/навантаження (динамічності) у пружно-
му елементі механізму, тобто у канаті . Для 
цього можна використати механотроні сис-
теми керування рухом механізму підйому 
вантажу і за допомогою спеціальних конт-
ролерів задати такі закони руху приводу і 
вантажу, за яких коефіцієнт динамічності 
буде мінімальним. Незайвим буде і керу-
вання за допомогою вказаних систем обер-
тальним рухом вала двигуна, користуючись 

частотним перетворювачем, що приводить 
у кінцевому випадку до мінімізації саме 
рушійного і надлишкового моментів. 
При проведенні подібних розрахунків і 

оптимізації динамічних навантажень у ка-
налах механізму підйому вантажу слід вра-
ховувати способи підйому вантажу: “з ва-
ги”, “ з підхватом”/“ з землі”, а також основ-
ні кінематично-силові і геометричні пара-
метри механізму. Саме цим проблемам та 
їх вирішенню і присвячене дане досліджен-
ня. 

 
АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ ЗА ТЕМОЮ 

ДОСЛІДЖЕННЯ 
 

Основні моделі функціонування ванта-
жопідйомних механізмів кранів розглянуті, 
всебічно досліджені та обґрунтовані у ро-
ботах [1, 8, 9, 11, 13]. Динамічна оптиміза-
ція підйомно-транспортних машин, у т.ч. у 
режимах їх пуску, розглянуті у [2 – 7]. Про-
те, автори вказаних досліджень не вивчали 
резонансних явищ, які неминуче виникають 
при наборі двигуном усталеної частоти 
обертання у процесах пуску вантажопідйо-
мних механізмів [9]. 
Критерії якості руху вказаних механізмів 

у перехідних процесах (пуск, гальмування, 
реверсування), котрі лежать у основі дина-
мічної оптимізації, засновані на інших за-
садах (не на мінімізації коефіцієнту дина-
мічності). 
У даному дослідженні враховані саме 

резонансні явища, що виникають у системі 
“привід – канат – вантаж” механізмів під-
йому вантажу, а також встановлені закони 
руху елементів приводу та вантажу, закріп-
леного на канаті, за яких мінімізується кое-
фіцієнт динамічності у пружних елементах. 
Крім того, визначені закони руху вала дви-
гуна, за яких мінімізуються рушійний та 
надлишковий моменти у процесах пуску. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета роботи полягає у встановленні за-

конів руху елементів вантажопідйомного 
механізму крана, за яких мінімізуються 
рушійний та надлишковий моменти на валу 
двигуна, а також коефіцієнт динамічності у 
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пружних елементах (канатах) механізму у 
процесі його пуску навіть за наявності ре-
зонансів (співпадіння миттєвої частоти 
обертання вала з власною частотою систе-
ми “привід – канат – вантаж”. При цьому 
враховані моментні характеристики двигу-
на за формулою Клосса [1, 10], а також різ-
ні види динамічного опору обертальному 
руху вала двигуна [9]. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО ЗМІСТУ 

ДОСЛІДЖЕННЯ 
 
1. Аналіз та оптимізація режимів пуску 

двигуна вантажопідйомного механізму 
крана. 
Для проведення розрахунків, пов’язаних 

з проходженням через резонанс, для визна-
чення динамічних навантажень у механіз-
мах підйому вантажу кранів та їх елемен-
тах, а також для розв'язку інших інженер-
них задач необхідно знати, за яким законом 
змінюються оберти машин у перехідних 
режимах, зокрема у процесах пуску. Так, 
для визначення максимальної амплітуди 
коливань необхідно знати кутове приско-
рення у момент збігання частот вимушеної 
сили і власних коливань системи “привід – 
канат – вантаж” механізму підйому, оскіль-
ки максимум амплітуди коливань суттєво 
залежить від кутового прискорення саме у 
цей момент. Закон зміни обертів у часі по-
далі від резонансу впливає на результат до-
волі слабо [9]. 
Визначаючи кутове прискорення, яке ві-

дповідає резонансу, будемо виходити з 
припущення, що зворотний вплив коливної 
системи (“привід – канат – вантаж”) є сла-
бим (тому ним можна знехтувати) і що мо-
ментна характеристика двигуна не зале-
жить від кутового прискорення, тобто є 
статичною. 
Отже, нехтуючи крутними коливаннями 

у системі “двигун – привід” вантажопідйо-
много механізму, складемо диференціальне 
рівняння обертального руху вала двигуна: 

 

( )оп ( ),ϕ + ϕ = ϕ&& & &I M M  (1) 

де ϕ  – кут повороту ротора двигуна; ( )M ϕ&  

– стаціонарна моментна характеристика 

двигуна; ( )оп ϕ&M  – момент сил опору; I  – 

зведений до вала двигуна момент інерції 
деталей, що обертаються; /d dtϕ = ϕ& , 

2 2/d dtϕ = ϕ&& , t  – час.  
Введемо позначення: ω = ϕ& , тоді (1) мо-

жна подати наступним чином: 
 

( ) ( )оп

ω⋅ = ω − ωd
I M M

dt
. (2) 

 
Будемо у подальшому вважати, що дви-

гун є системою з короткозамкненим асинх-
ронним електродвигуном, моментна харак-
теристика якого описується формулою 
Клосса [9]: 

 

( )
max к

c
2

2
к

c

2 1

2 1

 ω⋅ ⋅ − ω ω =
 ω ω− + + ω ω  c

M s

M

s

, (3) 

 

де max м нM m M= ⋅ ; ( )2
к н м м 1= ⋅ + −s s m m ; 

с н
н

с

ω − ω=
ω

s , maxM , нM  – максимальний і 

номінальний моменти двигуна; мm  – крат-

ність максимального моменту; нω  – номі-

нальна частота обертання вала двигуна; cω  

– синхронна частота обертання вала двигу-
на; кs , нs  – критичне ковзання (ковзання, 

при якому виникає і досягається максима-
льний момент обертання), ковзання при 
номінальному режимі відповідно. 
При пуску двигуна на холостому ході 

сили опору обумовлені тертям у підшипни-
ках й інших частинах, а також втратами на 
вентиляцію та ін. Сумарний момент цих 
сил у робочому режимі складає біля 10% 
від номінального моменту двигуна. Тому 
при розгляді пуску механізму/машини без 
навантаження можна прийняти ( )оп 0M ω = . 

Для пристроїв з відцентровими насоса-
ми, вентиляторами і для приладів з велики-
ми втратами у редукторах при пуску під 
навантаженням рекомендується [9] лінійна 
залежність від ω : 
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( ) ( ) ( )оп

1 н

н c1

M
M

s

ωω = ⋅
− ω

. (4) 

 
Навантаження від вібраційних грохотів 

та інших вібраційних пристроїв приймаєть-
ся пропорційним квадрату кутової швидко-
сті ω : 

 

( ) ( )
( )

2

2 н
оп 2

0н1

M
M

s

 ω⋅ ω = ⋅ ω−  
. (5) 

 
Введемо поняття ефективного пускового 

моменту двигуна: 
 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

оп

1
оп

2
оп

effM M M

M
M

M

ω = ω − ω =

 ω = ω −  
ω  

. (6) 

 
Якщо визначати момент на валу двигуна, 

зведений до осі привідного барабана меха-
нізму підйому вантажу, то він розрахову-
ється за наступною формулою Клосса [1, 
10]: 

 

( ) max пр.

0 к

к

0

2

1

1

M U
M

U

s

s U

⋅ ⋅η
ω =

  ω⋅−  ω   + 
 ω⋅ −  ω  

, 
 

(7) 

 
де maxM  – максимальний момент на валу 

двигуна; U  – загальне передаточне число 
приводу; пр.η – коефіцієнт корисної дії при-

воду; ( )2
к н 1s s x= ⋅ λ + − ; мmλ ≡  – пере-

вантажувальна здатність двигуна; 

н н 01 /s = − ω ω , 0ω  – кутова швидкість ідеа-

льного холостого ходу. Інші позначення 
наведені вище у формулі (3). 
Запишемо рівняння (3) – (6) у безрозмір-

них змінних: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

м к
c2 2

к

оп
оп

н

1

н

22

оп 2

н

2 1
; / ;

1

;

; ;
1

.
1

оп

н

m s
M

s

M
M

M

M
M M

M s

M
s

 − ω
ω = ω = ω ω

 − ω +  


ω ω =


ω ω ω = = −

 ωω =

−

 (8) 

 
Введемо безрозмірну змінну часу τ : 

н

c

M t

I

⋅τ =
⋅ω

, а також безрозмірний кут пово-

роту ротора двигуна ϕ : н
2
c

M

I

⋅ϕϕ =
⋅ω

. Тоді 

рівняння (2) набуває вигляду 
 

( ) ( )

( )

оп ;

,

d
M M

d
d

d

ω = ω − ω τ
 ϕ = ω τ
 τ

 (9) 

 

а момент ( ) ( ) ( )опeffM M M τττω = ω − ω = ϕ . 

Якщо тривалість пуску двигуна (до мо-
менту набору ним усталеної частоти обер-
тання вала устω ) є рt , то 

 

1 / ; н р

уст c р

c

M t

I

⋅
ω = ω ω τ =

⋅ω
. (10) 

  
Якщо використовувати формулу(7), то 

процедури зведення рівнянь і характерис-
тик руху двигуна до безрозмірної форми 
залишаються такими ж, але змінюються 
наступні вирази:  
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(11) 

 
У подальшому будемо розглядати пере-

хідні процеси у двигуні механізму підйому 
вантажу крана, які визначаються співвід-
ношеннями (8) – (10). 
Визначимо умови реалізації руху вала 

двигуна, за якого реалізується наступна 
якість руху, що задовольняє критерію 

 

( )

( )

р

р

1/2

2

р 0

1/22

р 0

1

1
min.eff

d

M d

τ

ττ

τ

  ⋅ ϕ τ = τ  

 
 

 = ⋅ τ τ ⇒  τ  

∫

∫

 (12) 

Зрозуміло, що ( )effM ω  є функцією τ , 

оскільки ( )ω = ω τ . 

Необхідна умова реалізації критерію 
(12), який формується згідно з визначенням 

( )effM ω , зводиться до рівняння Ейлера-

Пуассона: 
 

4 0τϕ = . (13) 
 
Розшукуємо функцію ( )ϕ τ  у вигляді 

сплайна третього порядку по τ : 
 

( ) 2 3
0 1 2 3A A A Aϕ τ = + ⋅τ + ⋅τ + ⋅ τ , (14) 

 
де константи 0,1,2,3A  можна знайти з наступ-

них умов: 
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В результаті матимемо 
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(16) 

 
Далі розглянемо умови, за яких мінімізу-

ється рушійний момент приводу у процесі 
пуску. З першого рівняння (9) системи ма-
ємо 
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( ) ( )опM M ττω = ω + ϕ . (17) 

 
Розглянемо два випадки. 

1. ( ) ( )оп
н1

M
s

ωω =
−

. Тоді, внаслідок того, 

що ( )ω = ω τ , можна (17) записати наступ-

ним чином: 
 

( ) ( ) ( )н1
M M

s
τ

ττ
ϕω = τ = + ϕ
−

. (18) 

  
З’ясуємо, за яких умов реалізується на-

ступний критерій якості руху приводу в 
процесі його пуску: 
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 (19) 

 
Необхідною умовою реалізації (19) є рі-

вняння Ейлера-Пуассона: 
 

( )4 2

н

0
1 s
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Враховуючи те, що /d dτϕ = ω τ , з (20) 

маємо 
 

( )3 2

н

0
1 s

τ
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ωω − =
−

. (21) 

  
Однократне інтегрування (21) по τ  (при 

константі інтегрування 0C = ) зводить (21) 
до 
 

( )2

н

0
1 s

τ
ττ

ωω − =
−

. (22) 

  
При початкових умовах: 

 

0 1| 0; |
рτ= τ=τω = ω = ω , (23) 

отримаємо оптимальний закон зміни 

( ) ( ) ( )1
optω τ ≡ ω τ , за якого реалізується крите-

рій якості руху приводу (19): 
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Рівняння Ейлера-Пуассона для (19) у 

цьому випадку набуває вигляду 
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Можна знайти два розв’язки цього рів-

няння (26) у залежності від початкових 
умов [12].  
Перший розв'язок. Його отримаємо при 

початкових (граничних) умовах (23): 
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Другий розв'язок. Його отримаємо при 

початкових умовах 
 

0 0| 0; |τ= τ τ=ω = ω = ε , (28) 
де ε  – початкове кутове прискорення при-
воду в процесі його пуску. Тоді матимемо 
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тобто визначається за допомогою еліптич-
ного інтегралу другого роду [12]. 

 
ВИСНОВКИ 

 
1. Отримані аналітичні розв’язки, які 

встановлюють оптимальні закони руху 
приводу вантажопідйомних механізмів 
кранів, за яких у процесі їх пуску мінімізу-
ються ефективний крутний момент на валу 
двигуна приводу і його пусковий крутний 
момент. 

2. Отримані у роботі результати в по-
дальшому можуть бути використані для 
уточнення й вдосконалення існуючих інже-
нерних методів розрахунку приводів ван-
тажопідйомних механізмів кранів у проце-
сах їх пуску як на стадіях проектуван-
ня/конструювання, так і у режимах їх реа-
льної експлуатації. 
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Substantiation of equivalent circuits for the cal-
culation of parameters of the optimal starting of 
the load-lifting crane mechanism for the mini-
mization of ropes tension during load lifting 

with the help of various manners 
 

Yuriy Chovnyuk, Michail Dikterjuk,  
Vladimir Kravchjuk, Olga Ostapuschenko 

 
Abstract. Usually distinguish three basic stages 

of the movement of the lifting mechanism of the 
crane: start (overclocking), steady motion and in-
hibition (run, stop). For each of these stages of mo-
tion, certain relations between the work of the mo-
tive (or brake) forces and forces of resistance are 
characteristic. In particular, at the stage of starting 
the mechanism, it is necessary that the motive 
moment is greater than the moment from the forces 
of resistance to the motion. At the same time on 
the shaft of the engine during the start time there is 
a necessary acceleration and its angular velocity 

increases from zero to tireless value, which corre-
sponds to the passport mode. During the frequency 
set to the tireless value, the proper frequency of the 
engine shaft rotation is a function of time. In the 
process of launching the lifting mechanism, a reso-
nance arises (the engine shaft rotation frequency is 
equal to the intrinsic frequency of the "drive-rope-
load" system fluctuations.) This resonance causes a 
significant overload of the engine in the process of 
recruiting a fixed frequency. reducing the danger-
ous overloads of the engine during its start-up, and 
also reducing the over-load / load factor (dynamic) 
to the minimum value in the elastic element of the 
mechanism (rope). Participating mechatronic sys-
tems for controlling the movement of the lifting 
mechanism and using special controllers to set the 
following laws of the movement of the drive and 
the load, in which the dynamic factor will be 
minimal. In carrying out such calculations and op-
timizing the dynamic loads in the ropes of the lift-
ing mechanism, the ways of lifting the load should 
be taken into account: " from the weight "," with 
lifting "or" from the ground ", as well as the main 
k-nematy-force and geometric parameters of the 
mechanism. The purpose of this work is to estab-
lish the laws of motion of the elements of the lift-
ing mechanism of the crane, which minimize the 
driving and excess moments on the shaft of the 
engine, as well as the dynamical coefficient in the 
elastic elements (ropes) of the mechanism during 
its start even in the presence of resonances (coinci-
dence instantaneous the frequency of rotation of 
the shaft with the own frequency of the system 
"drive - rope - load"). The torque characteristics of 
the engine are taken into account according to the 
Clause formula, as well as various types of dy-
namic resistance to the rotational motion of the 
engine shaft. The parameters of optimal start of the 
crane lifting mechanism are calculated on the basis 
of substantiated equivalent schemes: a) "from the 
weight" by an absolutely hard rope; b) "from 
weight" by an elastic rope; c) "with picking up" or 
"from the ground". Established laws of motion, 
which minimize the tension of the elastic elements 
of the mechanism (ropes) when lifting the load, in 
the process of launch. The approaches and methods 
of classical variation calculus are used. The given 
results are obtained by numerical-analytical meth-
ods. 

Key words: substantiation, equivalent circuit, 
calculation, parameters, optimal starting, load-
lifting mechanism, crane, minimization, tension, 
ropes, load lifting, manners. 

 


