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In experimental studies of stability the elements always buckling occurs 

suddenly and the maximum critical force will not to determined indeed. 
Fixing critical load and corresponding strain measurement is always the 

difficulty, since the loss of stability takes place fast at increasing deflections. When 
examining and monitoring structures we have the ability to fix the deflections of rods 
under load, it the deflections and force is not close to critical. 

Therefore, it the research allows to define the critical load and initial 
imperfection by the analysis of data relationships deflections and of the load, which 
is less than the critical load. 

It is shown that the maximum value and the actual deflections of elastic elements 
with initial imperfections at longitudinal bending, which will be defined by the 
methodology Tymoshenko S.P. and by the approach Sausvella R.V. are identical. 

We have shown that the method Timoshenk-Sausvella can be used in the 
analysis of experimental results of research elastic buckling of columns and inelastic 
buckling of columns 
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reduction factor for buckling, initial deflection, residual stresses initial imperfections, 
the critical force, method Tymoshenko-Southwell. 

 
Відомо, що під час дослідження центрально-стиснутих стрижнів 

розглядають розрахункову модель позацентрово-стиснутого стрижня з 

початковими геометричними недосконалостями та випадковими 

ексцентриситетами прикладання поздовжньої сили до центру ваги перерізу на 

кінцях. 

Під час обстеження будівель і споруд, в більшості випадків, початкові 

недосконалості конструктивних елементів невідомі, але, наприклад, 

ексцентриситет прикладання зусилля при технічному обстеженні конструкцій в 

типових випадках є можливість заміряти або прийняти для розрахунків 

максимально допустимим, прийнявши нормативні вимоги. Але первинні 

недосконалості неможливо визначити у ситуації, коли стрижень зазнав 

нелінійних деформацій. 

Для того, щоб виявити технічний стан стиснутого елемента проводять 

моніторингові дослідження конструкцій, при яких з’являється можливість 

виконати заміри прогинів конструктивного елемента при різних ступенях 

навантаження. 

Під час експериментальних досліджень складно зафіксувати значення 

критичного навантаження, бо при досягненні критичного навантаження швидко 

зростають деформації і нове положення рівноваги фіксується при меншому 

навантаженні. 

Таким чином розробка методологічних підходів, які допомагали 

встановити технічний стан конструкцій та визначити критичне навантаження на 

конструкцію при технічному обстеженні та експериментальних дослідженнях, 

достатньо актуальна проблема і вимагає методологічних підходів до обробки 

отриманих результатів обстеження. 

В статті пропонується методика визначення критичного навантаження і 

початкових геометричних недосконалостей при пружній та пластичній роботі 

стиснутих стрижнів за результатами моніторингових даних поведінки 

конструкції. 

Аналізу експериментальних даних центрально-стиснутих стрижнів 

присвячено ряд видатних робіт [2-14]. На підставі теоретичних та 

експериментальних досліджень і базуються сучасні нормативні документи [1]. 
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Головними задачами дослідження поведінки центрально-стиснутих колон 

є визначення критичної сили з урахуванням початкових геометричних 

недосконалостей і вплив розвитку пластичних деформацій в залежності від 

форми перерізу елемента та міцності сталі за границею текучості. 

Теоретичні положення досліджень аналізу експериментальних даних 

пружних центрально-стиснутих стрижнів з урахуванням початкових 

геометричних недосконалостей базуються на дослідженнях Тимошенко С.П. і 

Соусвелла (Southwell R.V., 1932) [2,3,7]. 

Але є необхідність щодо узагальнення методології аналізу 

експериментальних даних центрально-стиснутих стрижнів з урахуванням 

розвитку пластичних деформацій і початкових геометричних недосконалостей 

[15-24]. 

Мета досліджень, викладених у статті, є узагальнення теоретичного 

підходу щодо аналізу впливу на стійкість центрально-стиснутих стрижнів 

розвитку початкових геометричних недосконалостей. 

Методики досліджень базуються на аналітичних дослідженнях 

центрально-стиснутих стрижнів з початковими недосконалостями [2-6]. За 

початкові геометричні недосконалості прийнято початкові прогини й випадкові 

початкові ексцентриситети прикладання поздовжнього зусилля. Тому втрата 

стійкості центрально-стиснутого стрижня з початковими недосконалостями 

розглядається як деформування позацентрово-стиснутого стрижня. 

Для визначення стійкості позацентрово-стиснутих стрижнів 

використовують різні формули, наприклад, формулу секанса. Загальне рішення 

позацентрово-стиснутого елемента записують у формі лінійного 

диференціального рівняння: 

  // 2 2
0 sin / ,f hk k z l e                                                                          (1.а) 

де  2 2 / xk Nl EI . 

Загальне рішення такого диференціального рівняння буде при впливі 

тільки початкових прогинів. 

     1 2 3 0sin / cos / sin / .m m f bC f kz l C f kz l C z l e                                        (1.b) 

Загальне рішення  ps  диференціального рівняння (1.b) є сума загального 

рішення  ps  відповідного однорідного рівняння і частинного рішення  psb  

рівняння (1.b). 

ps ps psb    .                                                                                           (1.с) 

З частинного розв’язку диференціального рівняння маємо формули для 

визначення коефіцієнта C3. 
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Для шарнірно опертого тільки позацентрово-стиснутого стрижня є рішення 

для відповідного однорідного диференціального рівняння: 
// 2 0k   ,  

   1 2sin / cos /ps m bC f kz l C kz l e    .                                                           (2.a) 

Граничні умови дають систему лінійних неоднорідних рівнянь. 

0 0 2 0 20, 0. 0, , 0. 0,m b m bz C f e z l C f e            

   1 2sin cos 0m m bC f k C f k e   .                                                                  (2.b) 

Відповідно величини коефіцієнтів будуть: 

  21
1 ( ) . .  m b m b

cos kC f e C f e
sin k

 
 

 


                                                                  
(2.c) 

Загальне рішення з урахуванням ексцентриситету прикладання 

поздовжньої сили буде початкового геометричного погину для шарнірно-

опертого стрижня. 
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для відповідного однорідного диференціального рівняння: 
// 2 0k   ,  

   1 2sin / cos /ps m bC f kz l C kz l e    .                                                           (2.a) 

Граничні умови дають систему лінійних неоднорідних рівнянь. 
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   1 2sin cos 0m m bC f k C f k e   .                                                                  (2.b) 

Відповідно величини коефіцієнтів будуть: 
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Загальне рішення з урахуванням ексцентриситету прикладання 

поздовжньої сили буде початкового геометричного погину для шарнірно-

опертого стрижня. 
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При координаті / 2z l  маємо максимальні переміщення серединного 

перерізу стрижня. 
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Але відомо: 
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Остання формула є формулою секанса, об’єднаною з формулою для 

обчислення зростання початкових прогинів внаслідок поздовжнього згину. 

Через ряд Тейлора припускаємо в запас стійкості апроксимацію секанса: 
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Остаточно максимальні прогини серединного перерізу металевого 

елемента набувають запису. 
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Такий самий висновок можна отримати застосовуючи підхід, 

обґрунтований в роботах [2,3,7] для будь який умов закріплення стрижнів. 

Запишімо загальне рішення відповідного однорідного диференціального 

рівняння другого порядку в такому вигляді: 
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Якщо стрижень має початкові геометричні недосконалості, то частинне 

рішення загального диференціального рівняння   // 2 2
0x f bEI k N k e       

також можна представити у вигляді ряду тригонометричних функцій. Слід 

відмітити, що частинне рішення (5) підходить для вирішення задачі стійкості 

стрижня з початковими геометричними недосконалостями і початковим 

ексцентриситетом прикладання зовнішньої поздовжньої сили. Оскільки 

початкові геометричні недосконалості єдині для стрижня, то коефіцієнти при 

тригонометричних функціях лінійно будуть відрізнятися через оператор 0s na . 
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Підставимо ці рішення у диференціальне рівняння (1.a), яке описує 

стійкість стрижня з початковими недосконалостями. Якщо прирівняти 

коефіцієнти при однакових тригонометричних функціях в рівнянні (6), то тоді 

отримаємо рекурентні формули для визначення коефіцієнтів при 

тригонометричних функціях, які описують різні гармоніки можливих прогинів 

стрижня при втраті стійкості колон. 
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Повний прогин стрижнів буде рівним. 
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Подальші перетворення до рівняння показує взаємозв’язок між першою 

гармонікою вигину стрижня і загальним прогином стрижня при втраті 

стійкості. 
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Такий самий висновок можна отримати застосовуючи підхід, 

обґрунтований в роботах [2,3,7] для будь який умов закріплення стрижнів. 

Запишімо загальне рішення відповідного однорідного диференціального 
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Підставимо ці рішення у диференціальне рівняння (1.a), яке описує 
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коефіцієнти при однакових тригонометричних функціях в рівнянні (6), то тоді 

отримаємо рекурентні формули для визначення коефіцієнтів при 

тригонометричних функціях, які описують різні гармоніки можливих прогинів 
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Подальші перетворення до рівняння показує взаємозв’язок між першою 

гармонікою вигину стрижня і загальним прогином стрижня при втраті 

стійкості. 
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Задача 1. Визначити для центрально-стистнутого шарнірно опертого 

стрижня максимальне переміщення з урахуванням початкових геометричних 

недосконалостей. 

Крайові умови шарнірно опертого стрижня дають такі відношення: 

0

0 0
0 0

1

 0;  0;
         0;  0.
1

sz sz l

s n s n
s sn е s n

n

n

a с aN
N

 

  

 





 

     



                                                              

(9.а) 

Для перерізу з максимальними переміщеннями / 2z l  маємо: 
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Члени з парними індексами зникають, тому вірний запис: 
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Коефіцієнти 0s ic  приймають за апроксимацією результатів обмірів зразків. 

Для шарнірно-опертого стрижня домінантною гармонікою є перша 

синусоїдальна форма. Тепер максимальні переміщення будуть залежати від 

відношення значення поточної сили до критичної. 
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Таке рішення важливо тим, що за ним є можливість визначити 

максимальний прогин стрижня для будь-якого значення поздовжньої сили 

crN N . 

Задача 2. Визначити початкові геометричні недосконалості при відомому 

значенні повного навантаження і переміщення середини стрижня. Це є зворотна 

задача до задачі 1. Відомими є стискаюча сила iN , критичне значення сили crN  

якщо є приміщення при певному значенні сили, то можна визначити первісні 

геометричні недосконалості. 
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Задача 3. Методика визначення додаткового прогину sf . Через те, що 

загальний прогин складається з первинного прогину та прогину від 

поздовжнього вигину, то має право такий запис при 0 01.е sс   
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Задача 4. Визначення початкових недосконалостей стрижня під час втрати 

стійкості при пружній роботі сталі. Дано кілька експериментальних даних 

додаткового прогину центрально-стиснутого елемента: 1s та 2s , 3s  і 

відповідні значення стискаючої сили. Пропонується наступна методика 

послідовності обчислень і визначення початкових геометричних 

недосконалостей та побудови кривої стійкості з визначенням критичної сили. 

За формулою (14) ми можемо скласти систему двох рівнянь з двома 

невідомими членами. Перше невідоме є критична сила, друге невідоме – це є 

початкові геометричні недосконалості. 
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(15.а) 

Остаточно маємо відносне значення критичної сили. 
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Задача 1. Визначити для центрально-стистнутого шарнірно опертого 

стрижня максимальне переміщення з урахуванням початкових геометричних 
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Для перерізу з максимальними переміщеннями / 2z l  маємо: 
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Члени з парними індексами зникають, тому вірний запис: 
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Коефіцієнти 0s ic  приймають за апроксимацією результатів обмірів зразків. 
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Таке рішення важливо тим, що за ним є можливість визначити 
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Задача 4. Визначення початкових недосконалостей стрижня під час втрати 
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Остаточно маємо відносне значення критичної сили. 
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Зворотна підстановка критичної сили у одне з рівнянь системи дає 

значення початкових геометричних недосконалостей. 
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За формулами (15.с) можна обчислити верхнє значення критичного 

навантаження. Нижнє значення критичного навантаження буде обчислюватись 

за формулою (16) при використанні інших експериментальних даних. 
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Додатковий прогин від поздовжнього згину без урахування початкових 

недосконалостей буде: 
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(17) 

Загальний прогин при критичному навантаженні при втраті стійкості 

обчислюється за формулою. 
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Висновки. При експериментальних дослідженнях стійкості стрижнів 

завжди втрата стійкості відбувається раптово і визначення максимального 

значення критичної сили фіксується не точно. При обстеженні та моніторингу 

конструкцій є можливість зафіксувати прогини стрижнів при навантаженнях, не 

близьких до критичних. Фіксація критичного навантаження і замір відповідних 

деформацій завжди має складність, бо під час втрати стійкості відбувається 

швидке нарощування прогинів. Тому приведені дослідження дають змогу 

визначити критичне навантаження на підставі аналізу даних і відповідних 

відношень навантаження й прогинів при значеннях, близьких до критичного 

навантаження. При подальшому розвитку методології може бути більш точно 

оцінено і значення початкових недосконалостей. 
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За формулами (15.с) можна обчислити верхнє значення критичного 

навантаження. Нижнє значення критичного навантаження буде обчислюватись 

за формулою (16) при використанні інших експериментальних даних. 
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МЕТОДИКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ДЕФОРМАЦИЙ ПОЛЗУЧЕСТИ НА 
ПРИМЕРЕ МОСТОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

В статье рассматриваются результаты влияния эндогенных и экзогенных 
факторов на развитие деформаций усадки и ползучести на примере расчетной 
схемы моста в ПК «ЛИРА - САПР». А также приводятся основные методы 
решения уравнения равновесия упруго – ползучей среды. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, упругое 
последействие, мгновенные деформации, реологические свойства бетона, 
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The article considers the results of the effect of endogenous and exogenous 

factors on the development of shrinkage strain and creep at the example of the 
computational model of the bridge at the software "Lira - CAD". Also the main 
methods for solving the equations of equilibrium of elastic - creep environment are 
supplying. 

Keywords: stress-strain state, instantaneous deformation, rheological properties 
of concrete, creep, shrinkage, numerical modelling 
 
Вступление 

Надежность и долговечность бетонных и железобетонных конструкций и 
сооружений не может быть обеспечена без учета важных особенностей 
деформирования бетона. Реологические свойства бетона, обусловленные, в 
основном, его свойством ползучести, оказывают большое влияние на 
напряженно-деформированное состояние (НДС) конструкции во времени, даже 
если внешняя нагрузка не претерпевает особых изменений. Так, с течением 
времени происходит перераспределение усилий между сильно и слабо 
нагруженными элементами, между арматурой и бетоном в сечениях элементов 
[7, 9]. 

Нарастание перемещений во времени также оказывает существенное 
влияние на НДС конструкции, изменяющееся с течением времени. Особенно 
это сказывается для таких конструкций, как пологие железобетонные оболочки, 
для которых уменьшение стрелы подъема может сказаться на увеличении 
усилий в несколько раз и привести к аварии. Прогнозирование длительного 


