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АНОТАЦІЯ. У роботі проведений аналіз динамічних моделей руху мостового крана з урахуванням 
механічної характеристики приводного двигуна механізму горизонтального переміщення. Поставлене 
завдання вирішене за допомогою чисельного інтегрування диференціальних рівнянь руху мостового 
крана. Результати роботи проілюстровані графіками, що характеризують перехідний процес розгону 
балки мостового крана.  

Ключові слова: мостовий кран, динамічні навантаження, динамічна модель, математична модель, 
приведена маса, балка крана.  

 
АННОТАЦИЯ. В работе проведен анализ динамических моделей движения мостового крана с учетом 

механической характеристики приводного двигателя механизма горизонтального перемещения. По-
ставленная задача решена с помощью численного интегрирования дифференциальных уравнений дви-
жения мостового крана. Результаты работы проиллюстрированы графиками, характеризующие пе-
реходный процесс разгона балки мостового крана. 

Ключевые слова: мостовой кран, динамические нагрузки, динамическая модель, математическая 
модель, приведенная масса, балка крана. 

 
ABSTRACT. Purpose. The dynamic analysis of the models motion bridge crane considering the mechanical 

characteristics of the drive motor mechanism of horizontal displacement. Methodology/approach. In the article 
for the solution of differential equations of motion of the bridge crane used numerical integration. Findings. 
Graphs have illustrated transition process of bridge’s crane during start-up. Research limitations/implications. 
The movement of the mechanical system have accompanied by fluctuations in of cargo, which transmitted, to the 
framework bridge crane. Originality/value. To avoid fluctuation of a framework, it is necessary to execute con-
trols of the electric drive. 

Key words: bridge crane, dynamic loads, dynamic model, mathematical model, the reduced mass, beam 
crane. 

 
 

ВСТУП 
 

При переміщенні вантажів мостовим 
краном його металоконструкції піддаються 
значним динамічним навантаженням. На 
різних етапах руху відбувається коливання 
моста крана, кінцевих балок, вантажу та 
інших вузлів і їх елементів, що входять до 
механічної системи. Слід відмітити перехі-
дний процес розгону механізму переміщен-
ня моста, адже цей процес супроводжується 
найбільшими значеннями динамічних на-
вантаженнями, що прямо впливають на 
швидкість виконання операції (циклу), до-
даткові витрати електроенергії, надійність 
крана та призводить до додаткових матері-

альних витрат на ремонт. Тому для пода-
льших досліджень цих негативних факторів 
необхідно провести динамічний аналіз руху 
механічної системи. Висвітленню питань 
динамічного аналізу руху мостового крана 
присвячена достатньо велика кількість нау-
кових праць.  

В Донецькому національному техніч-
ному університеті спільно з магдебурзьким 
університетом ім. Отто фон Геріке [1] до-
сліджувались поперечні коливання моста 
при його переміщенні з різними положен-
нями візка як системи з розподіленими па-
раметрами з використанням пакета Comsol 
Multiphysics. В роботі досліджувалася три-
масова динамічна модель, результатом якої 
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є графіки перехідних процесів руху механі-
чної системи. Також автори цієї роботи 
запропонували модальний регулятор [2], 
що дозволяє гасити пружні коливання як у 
лінійній моделі, так і в моделі з розподіле-
ними параметрами. Для подальших дослі-
джень використовувалася спрощена двома-
сова динамічна модель, в якій було прийня-
то, що візок нерухомо закріплений в сере-
дині балки. Спрощена модель дає змогу 
синтезувати регулятор стану для ефектив-
ного гасіння коливань конструкції моста в 
напрямку його руху. Для дослідження ви-
користовувалася двомасова динамічна мо-
дель.  

В Сибірському федеральному універ-
ситеті [3] проводилося математичне моде-
лювання коливання балки мостового крана. 
На основі рівняння Лагранжа другого роду 
побудована математична модель коливань 
балки зі змінними масою і навантаженням. 
Отримані закономірності зміни прогину 
балки в певні моменти часу. Для розв’язку 
рівняння використовувався чисельний ме-
тод. Автори роботи [4] займалися пробле-
мою оцінки технічного стану металоконст-
рукції кранів мостового типу. Вони запро-
понували математичну модель для дослі-
дження параметрів коливань прогонових 
балок для різних положень візка та для ді-
лянок балки за довжиною прогону. В дифе-
ренціальному рівнянні руху врахований 
ударний імпульс. Автори роботи [5] дослі-
джували механізм підйому мостового кра-
на, де використана двомасова динамічна 
модель. Для побудови раціональних екс-
плуатаційних режимів керування мостовим 
краном запропоновано контролювати темп 
наростання динамічних навантажень при 
заданій продуктивності мікроконтролером.  

В Сибірській державній автомобільно-
дорожній академії проводилось моделю-
вання процесу розгону мостового крана. В 
роботі [6] використовувалася тримасова 
динамічна модель; прийняті припущення, 
що гнучка підвіска вантажу замінена пруж-
ним зв'язком з умовною горизонтальною 
жорсткістю та не враховано зазори в при-
воді. Сила опору пересуванню крана при-
йнята постійною, з'єднання головних і кін-
цевих балок розглядається як шарнірне, 

рушійне зусилля приводу прийняте постій-
ним та відсутнє буксування коліс. Розраху-
нок процесу розгону крана проводився чи-
сельним методом Рунге-Кутта. Автори ро-
боти [7] запропонували методику моделю-
вання процесу розгону мостових кранів в 
середовищі COSMOS Motion в режимі реа-
льного часу. В роботі враховано залежність 
приводного моменту двигуна від частоти 
обертання вала та матеріал поверхні тертя. 

 
МЕТА РОБОТИ 

 
Мета дослідження полягає у проведені 

порівняльного динамічного аналізу руху 
балки мостового крана з урахуванням ме-
ханічної характеристики електродвигуна 
механізму горизонтального переміщення. 

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 

 
Для проведення дослідження викорис-

тано дво- та тримасову динамічні моделі 
мостового крана без вантажу та з вантажем 
на гнучкому підвісі (рис. 1, 8). Розглянуто 
двомасову динамічну модель (рис. 1) без 
врахування вантажу як частний випадок 
тримасової моделі (рис. 8):  

 

 
 

Рис. 1. Двомасова динамічна модель мостового 
крана 

Fig. 1. Two-mass dynamic model of bridge crane 
 

На рис. 1 зображено зведені маси 1m , 

2m  відповідно кінцевих балок з приводом 
та балки з крановим візком. Маса приводу і 
кінцевих балок з’єднана із зеденою масою 
кранового візка та балкою крана пружним 
елементом з жорсткістю с . До маси приво-
ду і кінцевих балок прикладено рушійне 
зусилля рF  та силу опору переміщенню 

балки крана W . В цій моделі 1x , 2x  уза-
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гальнені координати мас кінцевих балок з 
приводом і балки кранового візка відповід-
но, а l – довжина гнучкого підвісу вантажу. 

Динамічна модель (рис. 1) описується 
наступною системою диференціальних рів-
нянь руху (крапка над символом означає 
диференціювання за часом): 




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−−−=
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);(

2122

2111

xxcxm

xxcWFxm p

&&

&&

    (1) 

Опір коченню ходового колеса по рейці 
визначається за формулою [8] 

1 2

2
( ) ,

2р

к

d
W k m m f

D
 = + + µ 
 

     (2) 

де 1m  – маса кінцевих балок з приводом; 

2m  – маса балки крана і електроталі; f  – 
коефіцієнт тертя в опорі ходового колеса; 
d  – діаметр цапфи вала (осі) колеса; кD  – 
діаметр ходового колеса; µ  – коефіцієнт 

тертя кочення; рk  – коефіцієнт додаткових 

опорів (визначається тертям реборд о голо-
вці рейки і тертям елементів струмознімно-
го пристрою). 

Рушійна сила, зведена до ходових коліс, 
розраховується за формулою 

.
D
2

к
пердв іМF η⋅⋅=         (3) 

Крутний момент двигуна змінюється за 
формулою Клосса [10] 

2 (1 )
.

2
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М S
M
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 (4) 

Ковзання в двигуні 

0

0

.дS
ω − ω=

ω
  (5) 

Кутова швидкість на валу електродви-
гуна 

д 30
нnπ⋅ω =   (6) 

де 
н

n  – номінальна частота обертання вала 

двигуна. 
Кутова швидкість ідеального холостого 

ходу: 

0

2
,

f

p

π⋅ω =   (7) 

де f – частота напруги живлення двигуна;  
р – кількість пар полюсів електродвигуна. 

Критичне ковзання в двигуні 
2( 1)крS S= λ + λ −   (8) 

де λ  - перевантажувальний коефіцієнт 
двигуна. 

Максимальний крутний момент двигуна 

max двM M= ⋅λ .      (9) 

Жорсткість моста крана визначаються 
за формулою [9] 

3

48

L

EJ
c = ,  (10) 

де E  – модуль пружності; J  – момент іне-
рції перерізу двотаврової балки,и; L  – до-
вжина моста крана. 

Розв’язок системи диференціальних рі-
внянь (1) виконано з використанням чисе-
льного інтегрування за наступних розраху-
нкових даних і технічними характеристи-
ками для електродвигуна переміщення мос-
та крана АОП 22-4-3: 

;1,1=pk  ;4,5461 кгm =  ;6,6692 кгm =  

;015,0=f  ;014,0 мd =  ;003,0=µ  

;2,0 мDк =  ;29=i  ;88,0=перη  ;4,407 НW =  

;1400=n  ;679680=с  д 146,33 / ;рад сω =  
;50Гцf =  ;2=p  0 157 / ;рад сω =  

;068,0=S  2,3;λ =  ;3,0=крS  

;29,6max мНM ⋅=  ;7293 4смJx =  

;102 5МПаE ⋅=  ;10мL =  .679680 мНс =  
У результаті чисельного інтегрування 

системи диференціальних рівнянь (1), що 
описують рух мостового крана, отримані 
графіки, які наведені на рис. 2…7. 
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Рис. 2. Графік зміни швидкості кінцевих балок 

з приводом 
 

Fig. 2. Graph changes of drive velocity and  
ends-girders 
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Рис. 3. Графік зміни прискорення приводу і 

кінцевих балок 
 

Fig. 3. Graph changes of acceleration drive and of 
end-girders 
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Рис. 4. Графік зміни швидкості мостової балки 

з крановим візком 
 

Fig. 4. Graph changes of trolley velocity and crane 
bridge beams 
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Рис. 5. Графік зміни прискорення мостової ба-

лки з крановим візком 
 

Fig. 5. Graph changes of trolley and crane bridge 
beams acceleration 
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Рис. 6. Графік зміни рушійного зусилля крана  

 
Fig. 6. Graph changes the driving force of the 

crane 
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Рис. 7. Графік зміни пружного зусилля в мос-
товій балці крана 

 
Fig. 7. Graph changes of elastic force in bridge 

girder crane 
 

На рис. 8 наведено ускладнену динамі-
чну модель крана, у якій враховується ван-
таж на гнучкому підвісі. 

 
 

Рис. 8. Тримасова динамічна модель мостового 
крана 

Fig. 8. Three-mass dynamic model of bridge crane 
 

На рис. 8 0m , 1m , m – зведені маси кін-

цевих балок з приводом, кранового візка і 
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балки та вантажу. Маси приводу і кінцевих 
балок з’єднані із зведеною масою краново-
го візка та балкою крана пружним елемен-
том з жорсткістю с . До маси приводу і кін-
цевих балок прикладено рушійне зусилля 

рF  та сила опору переміщення балки крана 

W . В моделі x , 0x , 1x  – узагальнені коор-

динати мас вантажу, приводу і кінцевих 
балок кранового візка і балки відповідно, а 
l – довжина гнучкого підвісу вантажу. 

Ця динамічна модель описується насту-
пною системою диференціальних рівнянь 
руху: 




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xxcWFxm p

&&

&&

&&

 (11) 

Розв’язок системи диференціальних рі-
внянь (11) виконано з використанням чисе-
льного інтегрування та наступними розра-
хунковими даними: 

;1,1=pk  ;3200кгm=  ;4,5460 кгm =  

;6,6691 кгm =  ;015,0=f  ;014,0 мd =  

0,003;µ =  ;2,0 мDк =  ;29=i  ;88,0=перη  
;63,1479 НW =  ;1400=n  ;679680=с  

д 146,33 / ;рад сω =  ;50Гцf =  ;2=p  

0 157 / ;рад сω =  ;068,0=S  2,3;λ =  

;3,0=крS  ;29,6max мНM ⋅=  ;7293 4смJx =  

;102 5МПаE ⋅=  ;10мL =  ;679680 мНс =  
6l м= . 

Результати розрахунків наведено на 
графіках (рис. 9…22). 
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Рис. 9. Графік зміни швидкості вантажу 

Fig. 9. Graph changes velocity of cargo 
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Рис. 10. Графік зміни прискорення вантажу 

 
Fig. 10. Graph changes acceleration of cargo 
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Рис. 11. Графіки зміни швидкості кінцевих 
балок з приводом (тривалість переміщення 30 

секунд) 
 

Fig. 11. Graphs change of velocity drive and end-
girders (duration moving 30 seconds) 
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Рис. 12. Графіки зміни швидкості кінцевих 
балок з приводом (тривалість переміщення 3 

секунди) 
 

Fig. 12. Graphs change of velocity drive and end-
girders (duration moving 3 seconds) 
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Рис. 13. Графіки зміни прискорення кінцевих 
балок з приводом: а – тривалість переміщення 

30 секунд; 
б – тривалість  переміщення 3 секунди 

Fig. 13. Graphs change of acceleration drive and 
end-girders: a - duration moving 30 seconds;  

b - duration moving 3 seconds 
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Рис. 14. Графіки зміни швидкості мостової 
балки з крановим візком: а – тривалість пере-
міщення 30 секунд; б – тривалість переміщення 

3 секунди 
Fig. 14. Graphs change of velocity and of end-
girders:      a - duration moving 30 seconds; b - 

duration moving 3 seconds 
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Рис. 15. Графіки зміни прискорення мостової 
балки з крановим візком  (тривалість перемі-

щення 30) 
 

Fig. 15. Graph changes of acceleration trolley and 
crane bridge beams (duration moving 30 seconds0 
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Рис. 16. Графіки зміни прискорення мостової 
балки з крановим візком (тривалість перемі-

щення  
3 секунди) 

Fig. 16. Graph changes of acceleration trolley and 
crane bridge beams (duration moving 3 seconds) 
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Рис. 17. Графік відхилення кранового візка і 
мостової балки від приводу і кінцевих балок 

 
Fig. 17. Graph of deviation of crane trolley and of 

bridge beam from the drive and ends-girders 
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Рис. 18. Графіки зміни рушійного зусилля  
крана  (тривалість переміщення 30 секунд) 

Fig. 18. Graph changes the driving force of the 
crane (duration moving 30 seconds) 
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Рис. 19. Графіки зміни рушійного зусилля 
крана (тривалість переміщення 3 секунди) 

Fig. 19. Graph changes the driving force of the 
crane(duration moving 3 seconds) 
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Рис. 20. Графік зміни пружного зусилля в мос-
товій балці крана: а – тривалість переміщення 
30 секунд; б – тривалість переміщення 3 секун-

ди 
Fig. 20. Graph changes of elastic force in bridge 

girder crane: a - duration moving 30 seconds;  
b - duration moving 3 seconds 

5 10 15 20 25 30
t , c

-2

-1

1

2

3

a , °

 
 

Рис. 21. Графік зміни кута відхилення вантажу 
відносно талі та мостової балки крана 

 
Fig. 21. Graph changes angle of deflection of 

cargo relative to trolley and crane bridge beams 
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Рис. 22. Графік зміни швидкості відхилення 
вантажу відносно швидкості талі та мостової 

балки крана 
 

Fig. 22. Graph change the speed deviation of 
cargo relative to velocity of trolley and crane 

bridge beams 
 

 
ВИСНОВКИ 

 
Графіки, що зображені на рис. 2…5, 

9…16, відображають зміну швидкості і 
прискорення маси приводу і кінцевих ба-
лок, маси мостової балки та вантажу при 
русі мостового крана. З графіків видно, що 
перехідний процес розгону супроводжуєть-
ся коливаннями швидкості та прискорення, 
однак при досягнені усталеної швидкості 
механізмом переміщення коливання плавно 
затухають. Перехідний процес супрово-
джується динамічними навантаженнями, 
що видно з рис. 6, 7, 18…20 які відобража-
ють зміну рушійного та пружного зусиль у 
мостовій балці. Це зумовлено дією елект-
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ромагнітного моменту двигуна, який змі-
нюється за рівнянням Клоса і є нелінійним. 

При розв’язку диференціальних рів-
нянь, що описують рух тримасової динамі-
чної моделі, у якій враховано вантаж, що 
закріплений на гнучкому підвісі, отримані 
графіки перехідного процесу пуску (рис. 9-
22). Слід відзначити, що після досягнення 
системою усталеної швидкості, коливання 
швидкості та прискорення мас приводу і 
кінцевих балок, кранового візка і мостової 
балки мають плавно згасаючий характер. 
Цей процес зумовлений коливаннями 
швидкості і прискорення вантажу (рис. 
9,10). Також отримані графіки швидкості 
коливання вантажу і відхилення його від-
носно маси талі та мостової балки крана 
(рис.21, 22). Пікове значення коливання 
вантажу відбувається на початку пуску сис-
теми і становить близько 3˚ та має плавно 
згасаючий характер. Відхилення кранового 
візка і мостової балки відносно кінцевих 
балок з приводом показує, що рух системи 
супроводжується плавно-згасаючими коли-
ваннями (рис.17). Цей процес зумовлений 
коливанням вантажу.  

Усунути коливання, на початку руху 
можливо шляхом оптимізації перехідного 
процесу розгону/гальмування. Оптимізація 
перехідного процесу дасть змогу зменшити 
динамічні навантаження на металоконстру-
кції мостового крана та покращить динамі-
чні показники кранового механізму. 
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