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АНОТАЦІЯ. У статі розглянуто спосіб усунення коливань вантажу при усталеному русі кранового візка. Визначені 

оптимальні режими руху кранового візка за яких вантаж не здійснює коливання протягом усталеного режиму руху. 
Оптимізація руху кранового візка проводиться за допомогою варіаційного числення. За регулюючий параметр вибрано 
зусилля, що діє на крановий візок зі сторони привідного механізму.    

Ключові слова: крановий візок, коливання вантажу, оптимальний режим руху. 
 
АННОТАЦИЯ. В статье рассмотрен способ устранения колебаний груза при установившемся движении крановой 

тележки. Определены оптимальные режимы движения крановой тележки, при которых груз не совершает колебания в 
течение установившегося режима движения. Оптимизация движения крановой тележки производится с помощью 
вариационного исчисления. За регулирующий параметр выбрано усилие, что действует на крановую тележку со стороны 
приводного механизма. 

 Ключевые слова: крановая тележка, колебания груза, оптимальный режим движения. 
 
SUMMARY. Purpose.The purpose of the research is to establish the conditions and modes of motion crane trolley, in which cargo 

would not commit fluctuations throughout the land of steady motion. Methodology/approach. Optimization of motion crane trolley is 
performed using variational methods. For regulatory option is selected efforts acting on the crane trolley side of the drive mechanism. 
Research limitations/implications. Analysis of the results optimization by the kinematic criteria showed that the speed of crane trolley 
and load remain constant during the steady motion, and their acceleration is zero. Originality/value To provide that such conditions of 
movement and accelerate crane trolley up to established speed, necessary to conduct future research  to establish a start-mode in 
which a load fluctuations are eliminated. 

Key words: crane trolley, load fluctuations, optimal mode of motion. 
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Вступ  
Під час руху кранового візка вантаж на 

гнучкому підвісі здійснює маятникові 
коливання відносно точки підвісу [1]. 
Наявність цих коливань приводить до 
зниження продуктивності крана та його 
надійності [2], а також впливає на 
безпечність експлуатації [3]. При роботі 
перевантажувальних кранів значну частину 
технологічного циклу складає тривалість 
ділянки усталеного руху. Тому усунення 
коливань вантажу на цій ділянці є 
важливою задачею. 
Проблемі усунення коливань вантажу на 

гнучкому підвісі присвячено значну 
кількість наукових праць [4-8]. Однак, в 
цих дослідженнях основна увага 
приділялась усуненню коливань вантажу на 
ділянках перехідних процесів (пуск, 
гальмування) [4-7] або на всій ділянці руху 

[8]. Разом з тим обґрунтування умов і 
режимів руху кранового візка з гнучким 
підвісом вантажу  на ділянці усталеного 
руху ще проведено недостатньо. 
Мета дослідження полягає в тому, щоб 

встановити умови та режими руху 
кранового візка, за яких вантаж не 
здійснював би коливань протягом всієї 
ділянки усталеного руху.  

 
Виклад основного матеріалу  
Для оптимізації за кінематичними 

критеріями кранового візка з гнучким 
підвісом вантажу вибрана двомасова 
динамічна модель [8], яка показана на рис. 
1. Вона складається з візка масою 1m  і 

вантажу масою 2m , підвішеному на 

гнучкому канаті довжиною l . На візок 
діють рушійна сила ( )F t  і зусилля 
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статичного опору W . Вважаємо, що канат 
нерозтяжний, невагомий і абсолютно 
гнучкий, маса вантажу зосереджена в одній 
точці, коливання вантажу малі й 
відбуваються лише в площині руху візка. 
Маса привідного механізму зведена до 
маси візка і зосереджена в його центрі мас. 
Пружністю елементів привідного 
механізму нехтуємо, оскільки частоти їхніх 
коливань приблизно на порядок більші за 
частоту коливань вантажу і на коливання 
останнього не впливають[1]. 

 
 
За узагальнені координати цієї моделі 

прийняті координати центрів мас візка і 
вантажу відповідно 1x  та x .За основою 

рівняння Лагранжа другого роду складаємо  
рівняння руху цієї системи [8], тобто                  

1 1 1 1

1

( ) ( ) ( );

( ) / ,

mg
m x F t x x Wsign x

l
x g x x l

 = − − −

 = −

&& &

&&

       (1) 

де g – прискорення вільного падіння.  
Для оптимізації режиму руху кранового 

візка скористаємося кінематичними 
критеріями. За такий критерій приймемо 
квадратичне відхилення вантажу від 
вертикалі, який запишемо у вигляді 
інтегрального функціоналу 

1

2 2 2

0

( ) min
t

l
I x dt x dx

g
= ∆ = →∫ ∫ && ,         (2)  

де 1x x x∆ = − – відхилення вантажу від 

вертикалі (визначається з другого рівняння 
системи (1)); t – час; 1t – тривалість 

усталеного руху кранового візка.  
Умовою мінімуму функціоналу (2) є 

рівняння Ейлера-Пуассона [9], яке для 
даного випадку запишеться як 

                     0IVx = .                               (3)  
 

Загальний розв’язок такого рівняння 
записується у наступному вигляді:  
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де 1 2 3 4, , ,C C C C – сталі інтегрування, які 

визначаються з крайових умов. Для 
початкових умов усталеного руху 
кранового візка з вантажем 
( 0, 0, 0t x x= = =&& ) та кінцевих умов 

( 1, , 0t t x s x= = =&& ), де s − переміщення 
кранового візка з вантажем за весь період 
усталеного руху, отримаємо: 
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Після підстановки цих постійних 
інтегрування в систему (4) отримаємо закон 
руху вантажу при усталеному русі 
кранового візка, що визначається 
наступним чином: 
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1
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/ .

x s t t
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                           (6) 

Для визначення оптимального режиму 
руху візка підставимо відповідні рівності 
(6) у друге рівняння системи (1). Після чого 
будемо мати: 

 
     Рис. 1. Двомасова динамічна модель 
вантажного візка 
     Fig. 1. Dynamic model lifting trolley with two 
masses 
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Як видно з рівнянь (7) прискорення візка 
дорівнює нулю, а швидкість рівномірна і 
дорівнює швидкості руху вантажу.  
Визначимо закон зміни рушійної 

сили ( )F t . Підставивши всі необхідні, 
вищевизначні  величини в перше  рівняння 
системи(1), отримаємо: 

1( ) ( ) .F t Wsign x const= =&              (8) 

Рівняння (8) показує, що рушійна сила 
( )F t  приймає постійне значення при 

усталеному режимі руху. 
Проведемо оптимізацію усталеного 

режиму руху візка за ще одним 
кінематичним критерієм. У цьому випадку 
мінімізуємо квадратичну швидкість 
відхилення вантажу від вертикалі 

2x∆& протягом усього циклу усталеного руху 
кранового візка. Запишемо це у вигляді 
інтегрального функціоналу  

1 1

2 2 2
2

0 0

( ) min
t t

l
I x dt x dx

g
= ∆ = →∫ ∫& &&& .   (9) 

Умовою мінімуму критерію(9) є 
рівняння Ейлера-Пуассона [9], яке для 
функціоналу (9) запишеться так 

0VIx = .                         (10) 
 

Для розв’язку рівняння (10) задамо шість 
крайових умов руху вантажу прикріпленого 
на гнучкому підвісі до кранового візка при 
сталому режимі руху: 

1
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, 0, 0 .

x x x при t
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 = = = =

&& &&&

&& &&&
      (11) 

Послідовно інтегруючи рівняння (10) та 
враховуючи крайові умови (11), отримаємо 
оптимальний режим руху вантажу 
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1

/ ;
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x s t t

x s t
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=&

                         (12) 

Порівнявши рівняння (12) і (6) бачимо, 
що оптимальні режими руху вантажу 
визначені за критеріями  (9) і (2) – однакові.  
Отже і рівняння руху візка і зміна рушійної 
сили за таким режимом руху будуть 

описуватись рівняннями (7) і (8) 
відповідно. 

 
Висновки 
Аналіз отриманих результатів показав, 

що при оптимізації за кінематичними 
критеріями швидкість кранового візка і 
вантажу залишаються постійними протягом 
усталеного руху, а їх прискорення дорівнює 
нулю. Проте, щоб забезпечити такі умови 
руху і розігнати крановий візок з вантажем 
до усталеної швидкості, необхідно 
виконати такий режим пуску за яким 
коливання вантажу усуваються в кінці 
перехідного періоду (пуску). 
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