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АНОТАЦІЯ. Проведена оптимізація динамічних параметрів руху мостового крана, працюючого у ре-
жимі пуску. З’ясований вплив параметрів кранового візка з гнучким підвісом вантажу. Запропонований 
динамічний критерій оптимізації руху системи, за якого на якість руху системи «вантажний візок-
канат-вантаж» впливає співвідношення мас вантажу та візка, частоти власних коливань. Результати 
розв’язку наведені у вигляді графічних залежностей. 

Ключові слова: оптимізація, динаміка, параметри руху, мостовий кран, режим, пуск, аналіз, вплив, 
крановий візок, канат, вантаж. 

 
АННОТАЦИЯ. Проведена оптимизация динамических параметров движения мостового крана, рабо-

тающего в режиме пуска. Выяснено влияние параметров крановой тележки с гибким подвесом груза. 
Предложен динамический критерий оптимизации движения системы, при котором на качество движе-
ния системы «грузовая тележка-канат-груз» влияет соотношение масс груза и тележки, частоты 
собственных колебаний. Результаты решения представлены в виде графических зависимостей. 

Ключевые слова: оптимизация, динамика, параметры движения, мостовой кран, режим, пуск, ана-
лиз, влияние, крановая тележка, канат, груз. 

 
ABSTRACT. Purpose. The optimization of dynamic parameters of motion of travelling crane working  at the 

mode of starting is proposed. The influence of crane’s truck with a flexible suspension of a load is discussed. 
Methodology/approach. The dynamic criterion of optimization of motion of the system is proposed.  The quality 
of motion of the system "load truck-rope-load" depends on the correlation of the  masses of load and crane’s 
truck, on the correlation of frequencies of eigentones as well. Research limitations/implicеtions. The linear 
equations of system’s motion are proposed which are true for a small deviation of load from vertical direction. 
Originality/value. The results of decision are presented as graphic dependences for displacement, its velocity 
and acceleration as functions of time. 

Key words: optimization, dynamics, parameters of motion, traveling crane, mode, starting, analysis, influence, 
faucet light cart, rope, load. 
 

ВСТУП 
 

Під час руху кранового візка, вантаж на 
гнучкому підвісі зазвичай здійснює інтен-
сивні коливання [1]. Безумовно, ці коли-
вання суттєво впливають на сам характер 
руху візка мостового крана, а також на на-
дійність роботи крана у цілому, на його 
продуктивність функціонування та безпеч-
ність експлуатації [2]. Тому усунення не-
бажаних коливань вантажу на канаті мос-

тового крана під час руху кранового візка,є 
актуальною задачею. 

Проблемі усунення коливань кранових 
візків присвячена велика кількість робіт  
[3…7]. У цих роботах усунення небажаних 
коливань здійснювалось під час перехідних 
режимів руху (пуск, гальмування, реверсу-
вання) або ж протягом усього періоду руху 
мостового крана [8]. Проте у цих роботах 
не проводився аналіз впливу параметрів 
руху самого візка на оптимальні режими 
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руху системи «вантажний візок-канат-
вантаж». 

 
 

МЕТА ДОСЛІДЖЕННЯ 
 
Мета дослідження полягає у встановлен-

ні умов досягнення оптимального режиму 
руху системи «вантажний візок-канат-
вантаж» мостового крана, який задовольняє 
спеціальному критерію якості руху системи 
під час її розгону. Для досягнення вказаної 
мети роботи слід провести всебічний аналіз 
впливу параметрів самого вантажного візка 
з гнучким підвісом (канатом) і вантажем на 
ньому у процесі їх руху, визначити їх вплив 
на оптимальний режим руху системи в ці-
лому, використовуючи методи і підходи, 
розвинені у [8, 9], а постановку задачі у 
[10]. Результати цитованих вище робіт бу-
дуть частково використані у даному дослі-
дженні. 

 
 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
Аналіз вільних коливань системи крана 
«вантажний візок-канат-вантаж». 
Для проведення аналізу вільних коли-

вань системи «вантажний візок-канат-
вантаж» використаємо двомасову модель із 
зосередженими параметрами, надану на 
рис. 1. 
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Рис.1. Розрахункова схема 

 
Fig. 1. Calculation chart 

 
Маса вантажного візка, який рухається 

вздовж горизонтальної координати, 1m . 

Миттєве положення візка характеризує ко-

ордината ( )x t , залежна від часу t . Канат 

«нерозтяжний» і має довжину l . Відхилення 
вантажу маси 2m  на канаті від вертикалі 

характеризує кут ϕ , а миттєве положення 

вантажу – координата ( )ty . Введемо дві 

узагальнені координати ( )1q x t= ; 1q x=& & ; 

( )2q t= ϕ ; 2q = ϕ&& . Тоді функція Лагранжа 

L  для розрахункової схеми (див. рис. 1) 
набуває вигляду 

( )

( )

1 2 2

2 22

2

2

2 cos
2

cos .

m m
L x

m
l l x

m gl

+
= ⋅ +

+ ⋅ϕ + ⋅ ⋅ ⋅ϕ⋅ ϕ +

+ ⋅ ϕ

&

& &&     (1) 

Рівняння Лагранжа, які описують рух 
системи, виходячи з виразу L (1), можна 
подати наступним чином: 

( ) { }

( )

( )

2
1 2 2

22

1 2

22

1 2

cos sin 0;

1 cos

sin cos sin 0.

m m x m l

m

m m

m g

m m l


 + − ϕ ϕ − ϕ ϕ =

    ϕ − ϕ +  +  

+ ϕ⋅ ϕ⋅ϕ + ϕ =

+

&& &&&

&&

&

(2) 

Перше рівняння системи (2) легко інтег-
рується: 

( )1 2 2 cos .m m x m l+ = ϕ ϕ&&      (3) 

Звідси маємо 

( ) ( )
2

1 2

sin
.

m l
x t

m m

ϕ=
+

  (4) 

Розглянемо частинні випадки рівняння 
для ϕ  з (2): 

1) 1, 1ϕ << ϕ <<& рад/с (малі кути відхи-
лення вантажу від вертикалі й малі кутові 
швидкості обертання маси 2m ). Тоді 

2sin , cos 1, 0,ϕ ≈ ϕ ϕ ≈ ϕ⋅ϕ →&  а рівняння 
для ϕ  приймає вигляд 

( )
1

1 2

0.
m l

g
m m

⋅ϕ + ⋅ϕ =
+

&&       (5) 

Рівняння (5) має періодичні розв’язки 
(періодичні коливання) з періодом T : 

( )1 2

1

2 2
; ; .

m m g
T

m l T

+ ⋅π π= Ω = Ω =
Ω ⋅

 (6) 
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   ( ) sin
.

cos

t
t

t

Ω 
ϕ ≈  Ω 

              (7) 

2) 1 2 ,m m>>  тоді маємо  

0, 2
g l

T
l g

ϕ + ⋅ϕ = = π&&  .       (8) 

Таким чином, маємо коливання матема-

тичного маятника з частотою 0 .
g

l
Ω =  

3) 0,1

2

m

m
→  тоді з (2) для ϕ  маємо рів-

няння 

sin 0.
g

l
ϕ + ⋅ ϕ =&&  (9) 

У цьому випадку маємо рівняння нелі-
нійного математичного маятника. 

Розв’язок (9) має такий вигляд: 

( ) ( ){ }

( )
( )

1 1 1 1

1

2
1 1 1

0 1

2arcsin sn , ;

0 1; ;

1
1 ; 2 0; 4 ;

2
2arcsin ,

t k k t k

g
k

l

k a a T K k

k

ϕ = ω + δ  


≤ ≤ ω =

 = + − ≤ < =


ϕ =

(10) 

де 1δ - довільна фазова постійна; 1T  - пері-

од коливань; 0ϕ  - амплітуда коливань; sn - 

еліптичний синус; K  - повний еліптичний 

інтеграл I-го роду; 1k  - модуль еліптичних 

функцій [11-13]. 
2. Оптимізація руху візка з гнучким під-

вісом вантажу. 
Задля проведення оптимізації руху візка 

з гнучким підвісом вантажу оберемо дво-
масову динамічну модель мостового крана, 
яка показана на рис.2. Вона складається з 
вантажного візка масою 1m , вантажу ма-

сою 2m , підвішеного на гнучкому канаті 

довжиною l . На візок діють рушійна сила 

F  і зусилля статичного опору 0F . Вважа-

ємо канат «нерозтяжним», невагомим і аб-
солютно гнучким. Маса вантажу 2m  зосе-

реджена у одній точці. Коливання вантажу 
малі й відбуваються лише у площині руху 
візка. Маса привідного механізму зведена 
до маси візка 1m  і зосереджена у його 

центрі мас. Пружністю елементів привод-
ного механізму нехтуємо, оскільки частоти 
їхніх коливань приблизно на порядок біль-
ші за частоту коливань вантажу й на коли-
вання останнього не впливають [1]. За уза-
гальнені координати цієї моделі обираємо 
координати центрів мас візка 1x  і ванта-

жу 2x  відповідно. 

F
1m

2m

X

1x g
r

2x

0F

 
Рис. 2. Двомасова динамічна модель вантажно-

го візка мостового крана 
 

Fig. 2. Two-mass dynamic model of truck cart of 
traveling crane 

 
 
Рівняння, що описують рух цієї системи, 

мають наступний вигляд: 

( )

( )

;

,

2
1 1 1 2 0

2 1 2

m g
m x F x x F

l
g

x x x
l

 ⋅ = − ⋅ − −

 = ⋅ −


&&

&&

 (11) 

де g  - прискорення вільного падіння. 
З другого рівняння системи (11) можна 

отримати наступні співвідношення: 

                      1 2 2

l
x x x

g
= + ⋅ &&  ; 

1 2 2

l
x x x

g
= + ⋅& & &&&  ;  (12) 

                      ( )
1 2 2

IVl
x x x

g
= + ⋅&& &&  . 

Як критерій оптимізації руху розглядує-
мої системи оберемо мінімізацію «енергій» 

прискорень протягом розгону ( )рt t= візка: 
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р

0

min ,
t

VI V dt= ⋅ ⇒∫  (13) 

 
де рt  - тривалість руху, V  – «енергія» 

прискорень [8]. 
Для даної динамічної моделі вираз «ене-

ргії» прискорень має наступний вигляд: 
 

( )

2 2
1 1 2 2

2

2
1 2 2 2 2

1 1

2 2

1 1
.

2 2
IV

V m x m x

l
m x x m x

g

= + =

 
= + + 

 

&& &&

&& &&

   (14) 

Умовою реалізації критерію якості руху 
системи (13) є рівняння Ейлера-Пуассона: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

4 2
2

2

1 0, ,

VIII VI

IV

x k x

g
m k x k

l

+ +

+ + = =
     (15) 

 
де k  – частота власних коливань системи, 

2

1

m
m

m
= . 

Початкові умови (при t 0= ) для рівнян-
ня (15): 
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    (16) 

 

де уv  – швидкість усталеного руху вантажу 

(горизонтальна складова при рtt =  ). 

Розв’язок (15) має наступний вигляд: 
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1
1 cos arctg ,

2

1
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g
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g
m m

l
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Константи ( ), 1,7iC i =  та 0C  можна 

знайти з початкових умов (16). 
Для чисельних розрахунків на ПЕОМ 

використані наступні значення параметрів: 
 

( )10м; 50мl = ; рt =3с; у 0,5 / ;v м с=

( )1.0, 10.0 ;m=   ( ) -10,5;1,0;2,0 ,  с .k =  

 
На рис. 3 – 6 наведено залежності ( ) ,x t  

( ) ( )2 ,x t x t& &&  для різних значень вихідних 

параметрів, а на рис. 7 – залежності 

( ) ( ),m mΩ γ% . 

 
 
 
 

   
а (а) б(в) в(с) 

Рис. 3. Графічні залежності: а –  ( )x t ; б – 
2dx

dt
; в – 

2

2

d x

dt
 при 10l = м; у 0,5v =  м/с ; 1m=  

Fig. 3. Graphic dependences: а – ( )x t ; b – 
dx

dt
; c – 

2

2

d x

dt
 at 10l = m; у 0,5v =  m/sec ; 1m=  
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а (а) б(в) в(с) 

Рис. 4. Графічні залежності: а – ( )x t ; б – 
dx

dt
; в – 

2 2

2

d x

dt
 при 50l = м; у 0,5v =  м/с ; 1m=  

Fig. 4. Graphic dependences: а – 2( )x t ; b – 
2dx

dt
; c  –

2 2

2

d x

dt
 at 50l = m; у 0,5v =  m/sec ; 1m=   

 

   
а (а) б(в) в(с) 

Рис. 5. Графічні залежності: а – 2( )x t ; б – 
2dx

dt
; в –  

2

2

d x

dt
 –при 10l = м; у 0,5v =  м/с ; 10m=  

Fig. 5. Graphic dependences: а – ( )x t ; b – 
dx

dt
; c – 

2

2

d x

dt
 at 10l = m; у 0,5v =  m/sec ; 10m=    

   
а (а) б(в) в(с) 

Рис. 6. Графічні залежності а – ( )x t ; б – 
dx

dt
; в – 

2

2

d x

dt
; при 50l = м; у 0,5v =  м/с ; 10m=  

Fig. 6. Graphic dependences: а – ( )x t ; b–  
dx

dt
; 

2

2

d x

dt
 – c; at 50l = m; у 0,5v =  m/sec ; 10m=    

 

Рис. 7. Частота та коефіцієнт загасання (зростання) 
коливання вантажу на канаті 
 
Fig. 7. Frequency and coefficient of fading (increase) of 
oscillation of load on a rope 
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ВИСНОВКИ 
 

1. З’ясований вплив параметрів вантаж-
ного візка мостового крана з гнучким 
підвісом вантажу на оптимальний динаміч-
ний режим руху системи «вантажний візок-
канат-вантаж». Знайдені залежності коор-
динати, яка характеризує положення у про-
сторі вантажу, швидкості руху вантажу, йо-
го прискорення від часу. Встановлені зале-
жності вказаних параметрів руху вантажу 
від довжини канату та відношення мас ван-
тажу і канату. Визначені залежності часто-
ти і коефіцієнта затухання коливань ванта-
жу від вказаного відношення мас. 

2. Отримані у роботі результати можуть 
бути у подальшому використані для вдос-
коналення й уточнення існуючих інженер-
них методів розрахунку механізмів підйому 
вантажу мостових кранів. 
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