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АНОТАЦІЯ. Запропонована двомасова дискретна модель для дослідження технологічних операцій 
підйому вантажу мостовим краном. Задля забезпечення раціональних експлуатаційних режимів керу-
вання електромеханічною системою мостового крана необхідно контролювати темп нарощування ди-
намічних навантажень за заданої продуктивності підйомно-транспортуючого обладнання, що забезпе-
чує мехатронна система, побудована на базі мікроконтроллерів. Отримані результати щодо показни-
ків якості перехідних процесів й раціоналізації швидкодії електромеханічної системи підйому вантажу 
мостового крана. 

Ключові слова: дискретність, моделювання, вдосконалення, режими керування, електромеханічна 
система, мостовий кран. 

 
АННОТАЦИЯ. Предложена двухмассовая модель для исследования технологических операций подъ-

ема груза мостовым краном. Для обеспечения рациональных эксплуатационных режимов управления 
электромеханической системой мостового крана следует контролировать темп нарастания динами-
ческих нагрузок при заданной производительности подъемно-транспортного оборудования, что обес-
печивает мехатронная система, построенная на базе микроконтроллеров. Получены результаты по 
показателям качества переходных процессов и рационализации быстродействия электромеханиче-
ской системы подъема груза мостового крана. 

Ключевые слова: дискретность, моделирование, совершенствование, режимы управления, элек-
тромеханическая система, мостовой кран. 

 
ABSTRACT.  Purpose. A two-mass model for the study of technological operations of cargo’s lifting with the 

help of bridge-cranes is proposed. In order to construct a rational operational management regimes of bridge 
crane’s electromechanical system one may use control of the pace of increase of dynamic loads to a given per-
formance materials handling equipment. The enables mechatronic system based on microcontrollers is used for 
these purposes. Good results in terms of quality of transient processes obtained. The rationalization of electrome-
chanical system stream of bridge crane is developed as well. Methodology/approach. One  may use as a crite-
rion of quality of motion that, which minimizes the oscillations of the cargo on the rope. The methods of variation 
accounting are used. The damping effects of vibrations are not neglected. Research limitations/implications.  
The model of load mechanism of bridge cranes with the mechatronics control system is used. The linear system 
of motion equations is investigated. Originality/value . The coefficient of dynamic quality is valued. One may see, 
that this coefficient is practically equal to one (so-called idealized situation). 

Key words: discrete, modeling, improvement, regimes of control, electromechanical system, bridge crane. 
 

 
ВСТУП 

 
Мостовий кран є ведучою машиною для 

переміщення вантажів (заготовок й дета-
лей) між технологічними операціями, тобто 
безпосередньо приймає участь у виготов-
ленні продукції. 

Динамічні навантаження й розгойдуван-
ня вантажу подовжують й знижують якість 
виконання операцій, що значно сповільнює 
весь виробничий процес. Встановлено, що 
біля 80…90% відмов сучасних вантажопід-
йомних машин у основному пов’язано з 
динамічними навантаженнями. На одну ви-
робничу технологічну операцію припадає 
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до 10 операцій по переміщенню вантажів. 
Розв’язок даної проблеми, на думку авто-
рів, лежить у площині підвищення степеня 
автоматизації електромеханічної системи 
(ЕМС) крана. Саме це дозволить врахувати 
низку кінематичних параметрів, які впли-
вають на динамічні навантаження і розгой-
дування вантажів при їх переміщенні. 

 
 

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ  
 

Динаміка вантажопідйомних кранів до-
сліджена в роботах [1…3, 9…11]. У роботі 
[8] здійснений аналіз та синтез кранових 
ЕМС. Дослідження [4…7] присвячені пода-
льшому вдосконаленню раціональних ре-
жимів керування ЕМС мостових кранів 
шляхом підвищення степеня їх автоматиза-
ції. В цих роботах відсутні чіткі критерії 
якості руху ЕМС керування мостового кра-
на, яким повинна задовольняти вказана си-
стема у перехідних режимах функціону-
вання (пуску, гальмування, реверсування 
руху). У даному дослідженні на основі ре-
зультатів робіт  
[1…3, 8] встановлені чіткі критерії якості 
руху ЕМС керування мостового крана, що 
дозволяють реалізувати раціональні (опти-
мальні) режими руху мостового крана, за 
яких зменшується динамічні навантаження 
у його пружних елементах (канатах) у про-
цесі підйому вантажу («з ваги»). Результати 
робіт [1…8] частково використані у даному 
дослідженні. 

 
 

МЕТА РОБОТИ 
 

Мета роботи полягає у обґрунтуванні 
дискретної моделі ЕМС підйому вантажу 
мостового крана і раціоналізації/оптимі-
зації режимів керування вказаної системи 
засобами сучасної механотроніки. На осно-
ві побудованої моделі з’являється можли-
вість реалізації раціональних/оптимальних 
експлуатаційних режимів вертикального 
переміщення вантажів ЕМС мостового кра-
на.  

Для досягнення поставленої мети 
необхідно розв’язати наступні задачі: 

- розробити математичний опис техноло-
гічного процесу вертикального перемі-
щення вантажів ЕМС мостового крана 
для заданих рушійних сил і опорів; 

- провести розрахунок динамічних наван-
тажень у пружних елементах (канатах) 
мостового крана, який містить: а) скла-
дання розрахункових звірених чи екві-
валентних схем механізму підйому ван-
тажу мостового крана; б) визначення 
величини і характеру зміни зовнішніх 
навантажень, які прикладені до системи; 
в) визначення жорсткості пружних 
зв’язків; г) складання диференціальних 
рівнянь руху мас системи; д) знахо-
дження пружних сил і моментів у лан-
цюгах привода; 

- визначити кінематичні закономірності 
руху елементів ЕМС, котрі формують 
динамічні навантаження, і дослідити їх 
у перехідних режимах; 

- встановити критерії раціональ-
них/оптимальних експлуатаційних ре-
жимів керування ЕМС мостового крана, 
які зменшують/мінімізують динамічні 
навантаження у його пружних елемен-
тах (канатах); 

- дати рекомендації щодо побудови раці-
ональних (оптимальних) експлуатацій-
них режимів руху вантажопідйомного 
механізму мостового крана. 
 
 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО ЗМІСТУ 
ДОСЛІДЖЕННЯ 

 
Як об’єкт дослідження приймаємо ЕМС 

підйому вантажів мостовим краном  
НК 1090А. Його технічні характеристики 
наступні: номінальна маса вантажу 

16Lm = т; маса кранового мосту 25Km = т; 

маса візка 6Bm = т; швидкість підйому ва-

нтажу 20hv = м/хв = 0,333 м/с; висота про-

льоту балки h  = 2,5 м; система електро-
приводу – тиристорний перетворювач час-
тоти – асинхронний електродвигун (ТПЧ – 
АД) з законом регулювання 

1 1/ const.mU f =  

Предметом дослідження є кінематичні 
закономірності руху вантажу й елементів 
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ЕМС на певних етапах підйому й автома-
тичне керування ними. 

Різні частини механізмів крана почина-
ють свій рух неодночасно. Оскільки у пер-
ший момент пуску вантаж ще не почав свій 
рух (при підйомі «з підхватом»), а частини 
механізму, які обертаються, здійснюють 
розгін до певної швидкості, рух другої маси 
відбувається лише після вибору половини 
зазору у одну й іншу сторону, тому при 

1 2 2

δϕ − ϕ <  у системі з’являється зазор. Це 

призводить до виникнення додаткових зу-
силь. І вантаж, і частини механізму вважа-
ємо не абсолютно жорсткими. Додаткові 
зусилля призводять як до коливань ЕМС, 
так і самого вантажу. Наслідком коливаль-
них процесів є динамічні навантаження. 
При переміщенні вантажів ЕМС мостового 
крана повинна забезпечувати мінімум ди-
намічних навантажень при заданій продук-
тивності роботи вантажопідйомного меха-
нізму. 

Відомо, що у мостових кранів найбільші 
динамічні навантаження виникають при 
підніманні вантажу з основи чи при галь-
муванні [2, 3]. Якщо не враховувати цього 
на перших етапах підйому, тривалість пус-
ку суттєво збільшується. 

Для дослідження технологічних опера-
цій підйому як розрахункову модель ЕМС 
[2, 3] приймаємо двомасову модель, яка 
представлена на рис.1. ЕМС має дві маси 

1m  й 2m , які переміщуються поступально 

і з’єднані пружним елементом із жорсткіс-
тю C , де 1m  – зведена маса частин ЕМС 

підйому, які обертаються, 2m  – маса ван-

тажу. До маси 1m  прикладене рушійне зу-

силля P  ( нд ,P P G= +  нд.P  – надлишкове 

зусилля, що перевищує вагу вантажу G ), а 

до маси 2m  – вага вантажу 2G m g= ⋅ . У 

вихідному стані обидві маси нерухомі, то-
му зусилля у пружному елементі (кана-
ті/підвісці) 0S G= . Від цього початкового 

стану відраховуємо переміщення мас 1x  та 

2x . Рух починається після моменту розга-

льмування маси 1m . При русі системи зу-

силля у пружному ланцюгу (канаті) склада-

ється з двох частин: 
 

( )ст дн 1 2 ,S S S G C x x= + = + −          (1) 

 
де стS  – статична складова зусилля у пруж-

ному канаті, днS – динамічна складова зу-

силля у пружному канаті. 
 

ст 0 2S S G m g= = = ;  ( )дн 1 2 .S C x x= −      (2) 

 

P
1x

1m

G

2x

2m

C

δ
g
r

 
Рис.1. Розрахункова модель ЕМС мостового 
крана (δ  – зазор) 

 
Fig.1. The estimated model EMS of bridge crane 
(δ – gap) 

 
Диференціальні рівняння руху першої та 

другої мас мають такий вигляд: 
 

( ) ( )
( )

1 1 1 2 нд

2 2 2 1

;

,

m x c x x P t G

m x C x x G

⋅ + − = +


⋅ + − = −

&&

&&
     (3) 

 

де ( )
2 2

1 2
1 2 нд2 2

, ,
d x d x

x x P t
dt dt

≡ ≡&& &&  – функція 

часу t . 
Шляхом нескладних перетворень з рів-

нянь системи (3) можна отримати рівняння 
відносного переміщення 1 2u x x= −  

( )1 2u x x= −&& && &&  вигляду: 

 

( )нд2

1 1 2

1 1
.

P t
u u G

m m m

 
+ λ ⋅ = + ⋅ + 

 
&&      (4) 

 
Якщо всі члени рівняння (4) помножити 
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на C , то можна отримати диференціальне 
рівняння для динамічної складової днS F≡  

вигляду: 
 

( )

( )

2 2
нд

1

2
1 22

2
1 2

;

, .

C
F F P t G

m

C m m d F
F

m m dt

+ λ ⋅ = + λ ⋅

+
λ = ≡

&&

&&

      (5) 

 
Слід зазначити, що привід сучасних 

ЕМС мостових кранів, як правило, склада-
ється з великої кількості зосереджених й 
розподілених мас, внаслідок чого теорети-
чне дослідження такої системи стає доволі 
важким або взагалі неможливим. Проте, з 
достатньою для практики точністю визна-
чення максимальних динамічних наванта-
жень в елементах механізмів підйому мос-
тових кранів можна проводити саме за за-
пропонованою вище розрахунковою схе-
мою (тобто за двомасовою системою з 
пружним ланцюгом). Саме внаслідок знач-
ної жорсткості деталей приводу у порів-
нянні із жорсткістю канатного поліспасту 
вважаємо 1m  масою усіх деталей механіз-

му підйому вантажу, які обертаються, а ма-
сою 2m  – масу вантажу. Зв’язок між жорс-

ткостями мас 1m  й 2m  визначається жорс-

ткістю канатного поліспаста C . До маси 

1m  прикладене рушійне (при пуску двигу-

на) чи гальмівне (при гальмуванні приводу) 
зусилля ( )P t , а до маси 2m – вага вантажу 

( )G . 

У подальшому будемо досліджувати 
процес підйому вантажу при пуску й галь-
муванні механізму підйому, коли вантаж 
висить на канатах (підйом вантажу « з ва-
ги»), або коли вантаж починає підніматись 
з опори без слабини канату ( тобто не вра-
ховуватимемо виникаючих при підйомі «з 
підхватом» зазорів). 

Постійне рушійне зусилля двигуна ( )P t  

не є характерною ознакою ЕМС механізмів 
мостових кранів. Воно змінюється як фун-
кція кутової швидкості ротора. 

Для багатьох ЕМС пуск двигуна здійс-
нюється за допомогою пускового реостата, 

при якому момент двигуна змінюється за 
лінійним законом від швидкості (електро-
привід асинхронного двигуна з фазним ро-
тором, шунтового двигуна постійного 
струму [8]): 

 

( ) [ ]0 1
кг, ,сP t P B x B= − ⋅ =&   (6) 

 
де B  – коефіцієнт пропорціональності,  

0P  – рушійна сила при нерухомому роторі, 

1x&  –  кутова швидкість ротора (всі величи-

ни приведені до поступального переміщен-
ня вантажу). 

 

max
0 мех

п

б

T U i
P

R

⋅ ⋅= η ; г п
гл

б мех

T U i
P

R

⋅ ⋅=
⋅η

,   (7) 

 
де глP  – гальмівне зусилля, зведене до ван-

тажу, Н; maxT  – максимальний момент дви-

гуна, Нм; гT  – розрахунковий гальмівний 

момент, Нм; U  – передаточне число зубча-

стих передач; пi  – кратність поліспаста; 

мехη  – ККД механізму; бR  – радіус бара-

бана, м. 
Сила опору при підніманні вантажу: 

вн пG G G= +  ,    (8) 

де внG  – вага власне вантажу, Н; пG  – вага 

крюкової підвіски. Тому маса 2m  визнача-

ється зі співвідношення 

2

G
m

g
= ,            (9) 

де g  – прискорення вільного падіння. 

Маса 1m  є результатом зведення до ка-

натів мас механізму підйому вантажу, які 
обертаються, на ділянці від двигуна до ба-
рабана: 

( )
2 2

п мех
1 р м 2

б

U i
m I I

R

⋅ ⋅η= δ ⋅ + ⋅%  ,    (10) 

де 1,154...1,25δ =%  – коефіцієнт, який вра-
ховує моменти інерції мас деталей, які обе-
ртаються повільніше, ніж вал двигуна;  

рI  – момент інерції ротора двигуна, кг м2; 

мI  – момент інерції зубчастої муфти з 

гальмівним приводом, кг ⋅м2. 
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Під жорсткістю C  у динамічній системі 
механізму підйому вантажу мостового кра-
на розумітимемо зведену до канатів сумар-
ну жорсткість пружних елементів (валів, 
зубців передач, канатів і т.д.) самого меха-
нізму й металоконструкції. Отримати ана-
літичним методом уточнене значення жор-
сткості механізму доволі важко. Але оскі-
льки жорсткість канатів (у більшості меха-
нізмів підйому) значно менша жорсткості 
інших пружних елементів, то можна запи-
сати 

п
п к к

i
C C E S

H

α ⋅≈ = ⋅ ⋅ ,       (11) 

де кE  – модуль пружності канатів, Па;  

кS  – площа металевого перерізу канату, м2;  

α  – число поліспаста (α =1 – для плоских 
й α =2 – для подвійних поліспастів);  
H  – довжина підвіски вантажу (висота 
підйому ), м. 
 кE =(1,1…1,3)109 Па – для канатів з 

органічною серцевиною; кE =1,4⋅ 109 Па – 

для канатів з металевою серцевиною). 
1. Розглянемо спочатку випадок, коли 

( ) ( )0 0 .P t P B= ≡  

Розв’язок рівняння (5) розшукуємо при 
наступних початкових умовах: 

GF
0t

==  ; 0F
0t

=
=

&  .            (12) 

Тоді матимемо 

( ) ( )
( ) ( )2 0

1 2

1 cos
m P G

F t G t
m m

⋅ −
= + ⋅ − λ ⋅

+
.(13) 

Хоча цей випадок і має суто теоретичне 
значення, він дозволяє встановити умови, 
за яких у системі виникають власні коли-
вання періоду T  й лінійної частоти f : 

2
T

π=
λ

; 

( )1 2

1 2

1 1

2 2

C m m
f

T m m

+λ= = = ⋅
π π ⋅

 ,(14) 

котрі призводять до генерації максимально-
го зусилля у пружному зв’язку (у канаті) 

maxF  : 

( )
( )

2 0
max

1 2

2 m P G
F

m m

⋅ ⋅ −
=

+
,      (15) 

коли виконується умова 

( ) ( )cos 1 2 1 , 0,1,2,...t t k kλ = − ⇔ λ = + π = (16) 

Тобто, у моменти часу 
( )2 1

, 0,1,2,...
k

t k∗ + π
= =

λ
       (17) 

у механізмі підйому вантажу мостового 
крана виникає ситуація, за якої динамічний 
коефіцієнт ( )дK  приймає максимальне 

значення: 
max max
д

F
K

G
=  ; 

( )
( )
0 2max

д
1 2

2
1

P G m
K

G m m

− ⋅
= +

⋅ +
 .    (18) 

Зрозуміло, що max
д 1K > , оскільки 

0P G> . 

2. Раціональний спосіб підйому вантажу, 
запропонований у [4]. 

При підйомі вантажу виникає слабина 
канату, що може призвести (при підйомі «з 
підхватом» ) до його виходу з канавок під-
йомного барабана, порушенню нормальної 
роботи, «підскокам» вантажу. Автори за-
пропонували більш раціональний, на їх ду-
мку, спосіб підйому, який дозволить реалі-
зувати наступний закон зміни рушійного 
зусилля: 

 

( ) ( )
( )

0

exp /

1 exp / ,

m

m

P
P t G

B B t T

Bt T

= + ⋅
⋅ − ⋅

 ⋅ − − 

%
% % %

% %

   (19) 

де t%  – час підйому вантажу, mT  – елект-

ромеханічна постійна часу електроприводу. 
B%  – безрозмірний коефіцієнт. В подаль-

шому символ над t  опускаємо. Тоді ( )P t  з 

(19) можна подати у наступному вигляді: 
 

( ) ( )0 0 exp / m

P P
P t G B t T

B B
= − + ⋅%

% %
.  (20) 

У свою чергу, рівняння (5) із урахуван-
ням (20) набуває вигляду 

/2 20

1

1mBt TC P
F F e G

m B

⋅  + λ ⋅ = ⋅ − + λ ⋅ 
%&&

%
.(21) 

Розв’язок (21) знову розшукуємо при 
початкових умовах (12). Тоді у даному ви-
падку матимемо: 
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( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

0
2

2
1 2

0
2 2 2 2

1

0 0
22

2 1
1 2

0 0
2 2 2 2

1 1

2

sin

cos

exp /

sin cos exp / .

m
m

m

m

m

m

m
m m

CP
F t t

B
m T

T

CP B
t

m B T

CP CP
G Bt T

m BB
m B

T

CP CP
G

m B m B T

TB
T t t Bt T

B

= − λ +
 

⋅ + λ λ 
 

+ λ +
+ λ ⋅ ⋅λ

+ + − =
λ 

+ λ 
 

 
= − + λ λ ⋅ + λ 

 λ⋅ λ + λ + λ 

%

%

%

%
%%

%

% %

%
%

%

(22) 

У виразах (19) – (22) 1
m

J
T =

β
, де β – мо-

дуль жорсткості механічної характеристи-
ки; 1J  – момент інерції двигуна. 

Аналіз виразу (22) показує, що 
( )

д

F t
K

G
=  дорівнює одиниці тільки на по-

чатку руху системи, тобто д 0
1

t
K

=
= , а з 

плином часу t  за рахунок члену, який про-

порціональний ( )exp / mB t T⋅%  у моменти 

часу, коли cos 1tλ = , зростає і тому може 
називатись лише раціональним режимом 
руху ЕМС мостового крана. 

3. Оптимальний режим руху ЕМС мос-
тового крана. 

З рівняння (5) чи (4) легко визначити 
зв’язок ( )ндP t  з F  та U : 

( )
2 21

нд
2 2

1

;

.

m
F F G

C
P t

G
m U U

C

  ⋅ + λ ⋅ − λ ⋅ = 
  ⋅ + λ ⋅ − λ ⋅   

&&

&&

   (23) 

Вираз (23) справедливий для будь-якого 

моменту часу t , у т.ч. для р0,t t ∈   , де  

рt  – тривалість перехідного процесу (роз-

гону) ЕМС вантажопідйомного механізму 
мостового крана. 

Як критерій якості руху розглядуваної 
системи обираємо наступний: 

( ) 2

нд

0

min.
pt

P t dt⇒  ∫       (24) 

Саме цей критерій дозволяє мінімізувати 
вплив зовнішньої вимушеної сили, яка спо-
нукає виникнення у системі небажаних ко-
ливань. 

Враховуючи (23), критерій (24) можна 
подати у такій формі: 

2
2 2 2
1

0

min.
pt G

m U U dt
C

 + λ − λ ⇒ 
 
∫ &&  (25) 

Необхідною умовою реалізації/досяг-
нення (25) є умова у вигляді рівняння Ей-
лера-Пуассона: 

( ) 2 4 42IV G
U U U

C
+ λ ⋅ + λ ⋅ = λ ⋅&& .   (26) 

Розв’язок (26) розшукуємо при наступ-
них початкових і кінцевих умовах руху си-
стеми, яка функціонує у перехідному ре-
жимі ( режимі пуску ): 

0t

G
U

C=
= ; 

0
0

t
U

=
=& ; 

( )надл.

0
1

0
t

P
U

m=
=&&  ; 

pt t
U V

=
=&  ,  (27) 

де V  – усталена швидкість руху системи 
після закінчення перехідного процесу ( роз-
гону). 

Розв’язок (26) має такий загальний вид: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

sin

cos

U t C C t t

G
D D t t

C

= + ⋅ λ +

+ + ⋅ λ +
 , (28) 

де 1,2C  й 1,2D  – константи, які можна легко 

знайти з умов (27). Вони приймають насту-
пні значення: 

( )

( ) ( )
( )

надл.
1 2 2 1

1

2 р р р

1 2
р р

0
0, , ;

2

sin cos
.

sin

P
D C D C

m

V C t t t
C

t t


= = = − ⋅λ λ

  − λ + λ ⋅ λ  = λ ⋅ λ

  (29) 

З урахуванням (29) отримуємо 

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

нд
р р р

1

2

нд

1

0
sin cos

2

sin

sin cos

0
sin .

2

р р

U t

P
V t t t

m

t t

t t t

PG
t t

C m

=

 
− λ + λ λ λ = ⋅

λ ⋅ ⋅ λ

⋅ λ − λ λ +

+ + ⋅ ⋅ λ
λ

(30) 
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Введемо наступні позначення: 

( ) ( ){ }
( )

нд
р р р

1

2

0
sin cos

2
;

sin
р р

P
V t t t

m
A

t t

 
− λ + λ λ λ =

λ ⋅ ⋅ λ
%  

( )нд

1

0

2

P
B

m
∗ =

λ
%  .               (  31) 

Тоді (30) можна надати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

sin cos

sin .

U t A t t t

G
B t t

C
∗

= ⋅ λ − λ ⋅ λ +

+ + ⋅ ⋅ λ

%

%
  (32) 

Користуючись виразом (32) і рівнянням 
для 2x  з системи (3), можна знайти закон 

руху вантажу ( )2x t , що задовольняє кри-

терію (25): 

( )

[ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2

3

1
3sin cos

.
1

2cos sin

C
x t

m

A t t t
x

B t t t
x

∗

= ⋅

  − λ − λ λ +  
  ⋅ 
  + − λ + λ λ       

%

%

(33) 

Початкові умови для 2x  при цьому ну-

льові. 
Закон руху для маси 1m , який задоволь-

няє критерію якості руху (25), можна знай-
ти, виходячи зі співвідношень (32) й (33): 

( ) ( ) ( )1 2x t U t x t= + ,  (34) 

або 

( ) ( )

( )

( )

( )

1 2
2

3
2

2

2
2

3
1 sin

2
cos

cos

1 sin .

C
x t A t

m

C G
B t

m C

C
A t t

m

C
B t t

m

∗

∗

 
= − λ − λ 

 
− λ + + λ 

 
+ − λ ⋅ ⋅ λ + λ 

 
+ − ⋅ ⋅ λ λ 

%

%

%

%

 (35) 

Використовуючи (6) та (35), знаходимо 

( )P t  для режиму пуску двигуна, який за-

довольняє критерію якості руху (25): 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 1

2
2

2
2

2

0

2

2
2

2
2

3
1 cos

2
sin

cos

.

sin

1 sin

1 cos

P t P B x

C
A t

m

C
B t

m

C
A t

m
P B

C
A t t

m

C
B t

m

C
B t t

m

∗

∗

∗

= − ⋅ =

  
− λ λ +  λ  

  
 + λ + λ  
 

  + − λ λ −  λ   = − ⋅ 
  − ⋅ − λ λ λ +  λ  

  
+ − λ +  λ  
   + ⋅ − λ λ  λ  

&

%

%

%

%

%

%

(36) 

Після нескладних перетворень замість 
(36) можна одержати 

( )

( )

( )

( )

( )

0 1

2

2
2

0

2

2
2

2
cos

1 sin

.

sin

1 cos

P t P B x

C
A t

m

C
B t

m
P B

C
A t t

m

C
B t t

m

∗

∗

= − ⋅ =

  
− λ +  λ  

  
 + + λ − λ    = − ⋅ 

  − ⋅ − λ λ λ +  λ  
  

+ ⋅ − λ λ  λ   

&

%

%

%

%

(37) 

Для сили F (динамічної складової), що 
діє у пружному елементі системи (канаті), 
можна отримати аналітичний вираз, корис-
туючись співвідношенням (30): 

( ) ( )1 2F C x x C U t= ⋅ − = ⋅ . (38) 

Вираз (38) задовольняє критерію руху 
(25). Аналіз (30), (37), (38) показує, що при 
ручному керуванні неможливо контролю-
вати таку кількість параметрів 

( )1 2, , , ,B m m Cλ . Необхідно побудувати 

ЕМС на базі програмованих мікроконтрол-
лерів. Ця ідея виказана у роботі [6]. Зрозу-
міло, що для зв’язку мікроконтроллера з 
машиністом (оператором, кранівником) по-
винен бути передбачений пульт керування. 
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Рівняння (37) та (38) показують законо-
мірності формування динамічних наванта-
жень у ЕМС і у канаті при функціонуванні 
вантажопідйомного механізму у перехід-
ному режимі (пуску). На рис. 2 наведена 

отримана закономірність ( )tF  (38). Ця за-
кономірність визначає характер зростання 
динамічних зусиль у підвісці вантажу. Зна-
чення зусиль у канаті для обраного збурю-
ючого впливу (37) коливається біля деякого 
значення. Амплітудні значення виникаю-
чих коливань (мінімальних за величиною) 
визначаються не тільки величиною вини-
каючого впливу ззовні, але й інтенсивністю 

зростання цього впливу. Тому для знижен-
ня динамічних навантажень можна застосу-
вати більш м’яке, а не стрибкоподібне зро-
стання сигналу. 

Для побудови раціональних режимів ке-
рування слід забезпечити при заданій зміні 
рушійного зусилля зниження динамічних 
навантажень і тривалості перехідних режи-
мів із врахуванням люфтів й зазорів, які зу-
стрічаються в передачах, що позитивно 
вплине на рівень продуктивності роботи 
крана. 

При побудові залежності ( )F t  (див. 

рис. 2) використані наступні параметри: 
період коливань 31,07T ≈ с; амплітуда ко-

ливань зусиль 41 10A = ⋅ Н – для закону 

( )F t  (38). Маса вантажу 4
2 1,5 10m = ⋅  кг. 

Принципова схема (і модель), яка дозво-
ляє перевірити забезпечення умови зни-
ження динамічних навантажень і тривалос-
ті перехідних режимів (пуску) за заданої 
зміни рушійного зусилля у розглядуваній 
системі, зображена на рис. 3. 

На рис.3. наведені наступні позначення:  
U  – напруга; АД – асинхронний двигун; 
К33Ш (АД) – коригуючий зворотний 
зв’язок по швидкості асинхронного двигу-
на; К33РШ (АДіВ) – коригуючий зворот-
ний зв’язок по різниці швидкостей асинх-
ронного двигуна та вантажу; ІЛ – інтегру-
ючий ланцюг; ДЛ – диференціюючий лан-
цюг; ФД – фазовий дискримінатор; ДМЧ – 

'
1 2∆ω = ω − ω

∑

∆ω

−∆ω

1ω

1−ω

1ϕ 1
'ϕ

C%
∆ϕ

1 2
'∆ϕ = ϕ − ϕ

2ϕ

M C∆ = ∆ϕ%
2ω

 
Рис. 3. Принципова схема ЕМС з демпфером моменту (частотним) й урахуванням нелінійностей 
(люфти / зазори ) 
 
Fig. 3. Schematic diagram of EMS damper moment (frequency) and considering nonlinearities (Lufts / 
clearances) 

45 10×

51 10×

51,5 10×

A

T

G( ),F t H

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

,t c

Рис.2. Закономірність зміни динамічного 

зусилля ( )F t  (для прийнятих параметрів 

мостового крана) 
 
Fig.2. The pattern of dynamic change efforts 

( )F t  (for accepted parametric-ditch bridge 

crane) 
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демпфер моменту (частотний); НЕ – нелі-

нійний елемент; C%  – крутна жорсткість ка-

нату, Нм/рад; 1,2ω  – відповідно кутові 

швидкості руху ЕМС та вантажу (зведені 
до барабана вантажопідйомного механізму 
крана); 1,2ϕ  – миттєві значення кута пово-

роту ЕМС та вантажу (зведені до барабана); 

1′ϕ  – миттєве значення кута повороту ЕМС, 

зведене до барабана, яке враховує наявність 
у системі люфтів / зазорів, які є нелінійнос-
тями. 

Еквівалентна структурна схема ЕМС з 
ДМЧ та з урахуванням наявних у системі 
нелінійностей наведена на рис.4. 

Слід зазначити, що схема, наведена на 
рис.4, відрізняється від представленої у ро-
боті [7]. На рис.4 введені наступні позна-
чення: вхU  – вхідна напруга; Кп – коефіці-

єнт пропорціонального перетворювача;  

П-перетворювач; 
d

p
dt

= ; U  – напруга на 

виході перетворювача; К33Ш – давач зворо-
тного зв’язку по швидкості АД; КК33 – ко-

ригуючий зворотний зв’язок (коефіцієнт); 
НМ(р) – електромеханічний перетворювач, 
який входить до складу АД; Нω (р) – давач 

внутрішнього зворотного зв’язку по швид-
кості АД; 1,2J  – моменти інерції двигуна і 

вантажу відповідно; ПM – момент на виході 

електромеханічного перетворювача; 

ПM M Mω= − ; Mω  – момент, який відслід-

ковує давач внутрішнього зворотного 
зв’язку по швидкості АД; ОПM  – момент 

опору, який виникає при русі вантажу (зве-
дений до обертального руху барабана ван-
тажопідйомного механізму крана). Інші по-
значення рис.4 наведені вище. 

У [7] було встановлено, що на динамічні 
навантаження можна впливати, змінюючи 
величину mT , яка, у свою чергу, залежить 

від β  – модуля жорсткості ЕМС (точніше, 
жорсткості електромеханічної характерис-
тики). Зрозуміло, що існує деяка оптималь-
на жорсткість оптβ , за якої ξ  (коефіцієнт 

демпфірування) приймає максимальне зна-
чення: 

2ω

1ω

∆ϕ

2ϕ ОПM

вхU

1

1

J p

1

p

НЕ

C

( )МH p

( )H pω

ЗЗШK

1

p

КЗЗK p⋅

M∆

ПK

2

1

J p

1
'ϕ

П
U

ПM Mω

M
1ϕ

 
Рис.4. Еквівалентна структурна схема ЕМС з ДМЧ і врахуванням наявних у системі нелінійностей 

 
Fig. 4. The equivalent block diagram of the EMS DMF and taking into account the existing system 
nonlinearities 



ГБДММ, 88, 2016, 28-39 

 

 37

( )max 0,5 1ξ = ξ = γ −  ,     (39) 

 

де 
( )1 2

1

J J

J

+
γ =  – коефіцієнт, який характе-

ризує співвідношення моментів інерції дви-
гуна і вантажу. 

Якщо забезпечене найкраще демпфіру-
вання, тоді можна отримати й значення 

оптβ  зі співвідношення 

 
1/4

опт 1Jβ = ⋅Ω⋅ γ%  ,  (40) 

 

де 
( )1 2

1 2

C J J

J J

+
Ω =

⋅

%
%  – частота вільних ко-

ливань системи. 
Зі cпіввідношення (40) випливає, що чим 

вищою є крутна жорсткість пружного 

зв’язку C% , тим при більшій жорсткості ме-
ханічної характеристики наступить значен-
ня maxξ . 

З виразу (40) також випливає, що опти-
мальна жорсткість приведе до незначного 
гасіння коливань при малих значеннях γ . 
Для покращення показників якості руху 
слід також ввести зворотний зв’язок по різ-
ниці швидкостей (двигуна і вантажу). Оп-
тимальний коефіцієнт корекції за цим пока-
зником має вигляд 

 
2
м

копт 2
0

1 3 2
1 1

27

T
K

K T

   = ⋅ ⋅ ⋅ + −  γ   
,  (41) 

 
де 0K  – коефіцієнт передачі двигуна. 

Змінюючи величини , ,mTβ γ , можна по-

кращити процес формування динаміки еле-
ктроприводу підйомного крана. На рис.5, 6 
наведені для співставлення графіки 
перехідних процесів, які демонструють 
поведінку ЕМС мостового крана з кон-
трольованими й неконтрольованими пара-
метрами. 

 

 
Рис. 5. Графіки перехідних процесів (пуску) по 
швидкості: а – контрольовані параметри;  
б  – неконтрольовані параметри 
 
Fig. 5. Charts of transient processes (start) 
according to speed: a – controllable parameters;  

b – uncontrollable parameters 
 

 
Рис. 6. Графіки перехідних процесів по 
крутному моменту:  а – контрольовані параметри; 
б – неконтро-льовані параметри 
 
Fig. 6. Charts of transient processes for torque: 
a – controllable and parameters; b –uncontrollable 
parameters 

 
 

ВИСНОВКИ 
 
1. Отримані співвідношення, які 

дозволяють контролювати співвідношення 
параметрів механізму підйому вантажу 
мостового крана. З цих співвідношень 
випливає, що динамічні зусилля у 
пружному елементі (канаті) змінюються за 
гармонічним законом з частотою коливань 
мас 1m  й 2m  відносно одна одної: 

( )1 22

1 2

C m m

m m

⋅ +
λ =

⋅
. 
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2. Встановлені умови, за яких 
амплітуда коливань динамічного зусилля у 
канаті досягає максимального значення 
після прикладання рушійної сили системи 
підйому вантажу мостового крана. 

3. Визначені критерій якості руху ЕМС 
й вантажу, за якого мінімізується величина 
рушійної сили протягом перехідного 
процесу (пуску системи), а також закони 
руху вказаних елементів системи ( 1m й 2m ) 

при цьому. 
4. Запропонована принципова й 

еквівалентна структурна схеми ЕМС з 
ДМЧ, в якій враховані виникаючі у системі 
нелінійності (люфти / зазори) під час 
підйому вантажу, які дозволяють 
відкоригувати за рахунок зворотних 
зв’язків мехатронної системи керування 
ЕМС мостового крана процес підйому 
вантажу й зменшити амплітуду небажаних 
коливань, що при цьому виникають. 
Шляхом проведення чисельного 
експерименту отримані високі результати 
по показникам якості перехідних процесів 
й раціоналізації швидкодії ЕМС підйому 
мостового крана. 

5. Для побудови раціональних / 
оптимальних експлуатаційних режимів 
керування ЕМС мостового крана слід 
контролювати також й термін зростання 
динамічних навантажень у пружних 
елементах (канатах) при заданій 
продуктивності крана. Для виконання цієї 
задачі необхідно будувати ЕМС на основі 
спеціальних мікроконтроллерів, які 
застосовуються у сучасних мехатронних 
системах управління мостових кранів. 

6. Отримані у роботі результати 
можуть бути в подальшому використані для 
уточнення й вдосконалення існуючих 
інженерних методів розрахунку ЕМС 
керування механізмом підйому вантажу 
мостового крана як на стадіях її 
проектування / конструювання, так і у 
режимах реальної експлуатації. 
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