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Дана робота присвячена побудові ефективного алгоритму для розв’язування плоскої 
задачі теорії пружності для областей певної форми (прямокутник, що з одного із боків 
обрізаний деякою кривою Г ) на основі узагальненого методу прямих. 

Ключові слова: метод прямих, область неканонічної форми, проекційний метод, 
редуковані рівняння. 
 

Вступ. В роботі Канторовича [1], був запропонований наближений 
чисельно-аналітичний підхід до розв’язання двовимірних задач 
математичної фізики, який потім в роботах багатьох авторів був 
розвинений в чисельно-аналітичний метод прямих [3] [4] [5]. Головна ідея 
методу прямих полягає в виконанні двох етапів розв’язання двовимірних 
задач на першому етапі по одній координаті за допомогою метода 
скінченних різниць знижується вимірність вихідної двовимірної задачі, а на 
другому система одновимірних редукованих рівнянь розв’язується 
аналітично, або за допомогою наближених методів. При цьому головна 
проблема виникає в побудові загального розв’язку системи звичайних 
диференціальних рівнянь. Маючи такий розв’язок, як показав 
Канторович Л.В. [1], можна використовуючи граничні умови вздовж 
граничної кривої, що обмежує область складної форми, побудувати 
наближений розв’язок відповідної задачі [6]. 

В роботах [7] [8] запропоновано узагальнення метода прямих, в якому 
два етапи розв’язання двовимірних задач поміняно місцями. На першому 
етапі замість чисельного методу скінченних різниць для зниження 
вимірності вихідних рівнянь запропоновано застосовувати проекційний 
метод Бубнова-Гальоркіна-Петрова [9] на другому-сучасні чисельні методи 
розв’язування граничної задачі для системи звичайних диференціальних 
рівнянь. 

В наших роботах [10] [11] запропоновано загальний алгоритм для 
розв’язування на основі узагальненого методу прямих плоских задач теорії 
теплопровідності та теорії пружності для областей неканонічної форми. 

Мета: побудувати більш ефективний алгоритм для розв’язування 
плоскої задачі теорії пружності для областей спеціальної форми 
(прямокутник, що з одного із боків обрізаний деякою кривою Г ).  

Основна частина. В якості вихідних рівнянь розглядаємо систему 
рівнянь плоскої задачі теорії пружності у вигляді системи рівнянь в 
частинних похідних першого порядку відносно невідомих ( , )u x y , ( , )v x y , 

( , )x x y  ( , )xy x y : 
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Компоненти тензора деформації тут виключені за допомогою 
алгебраїчних рівнянь закону Гука, а напруження y  далі виключається зі 
системи рівнянь за допомогою співвідношення: 

2 2y x
v
y

    
       

 ,                                    (2) 

оскільки з відповідного співвідношення для y  можна виключити u
x



  за 

допомогою першого рівняння системи (1). Також тут прийнятно для 
переміщень використовувати позначення u u  , v v  . 

Розглядається область D двовимірного простору, обрізана з одного 
торця довільною кривою Г  (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

 
Як звичайно, на область D  наноситься система паралельних прямих зі 

сталим (або звичайним) кроком 
1

h h
N
   

, де N  – кількість прямих 

включно з граничними , y h y h   . Область D  занурюється в 

прямокутну область  *D 0 x l h x h          та вихідні рівняння 

теорії пружності, визначені на області D , поширюються на область *D  
неперервним чином і далі розглядаються на області *D . 
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Для зниження вимірності вихідних рівнянь (1) використовується 
проекційний метод. В якості базисних функцій використовуються локально 
зосередженні функції, пов’язані з вибором прямих на області *D  [10]. 

На ділянках граничних ліній , y h y h    розглядаються граничні 
умови загального вигляду [10], які в результаті зниження вимірності за 
допомогою проекційного методу потрапляють в праву частину 
редукованих рівнянь. Граничні умови на вертикальному відрізку 0x  , 
прийняті в загальній формі, є природніми граничними умовами, що є 
необхідною умовою для застосування проекційного методу Бубнова-
Гальоркіна-Петрова. Ці умови редукуються по координаті y  і в результаті 
записуються у вигляді: 

0 0( 0( )0)C Y  


,                                             (3) 

де ( )Y x


 – загальний розв’язок редукованої системи звичайних 

диференціальних рівнянь, 0


 – вектор редукованих заданих граничних 
умов при 0x  . Матриця 0C  має вигляд: 

11 13
0

22 24

0 0
0 .0

C CC C C
 
  

  

Тут слід зазначити, що в якості невідомих редукованих рівнянь прийнято 
коефіцієнти в розкладі невідомих функцій по основному базису, тобто 

( , ) ( )iu x y u x , оскільки  
1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) , 1, .( )N i
N ix y x yu x y u u x y xu Nyu i          

В останньому співвідношенні використовується узгодження Ейнштейна 
– по індексу, що повторюється в двочленному добутку, передбачається 
підсумовування в межах визначення індекса. Відповідно  

 ( ) ( )( , )  i
iv x y v x y   , 
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Редуковані рівняння з невідомими   , , ,i i i i
x xyu v     будемо називати 

рівняннями в коефіцієнтах. Ці рівняння, записані у формі Коші, мають 
вигляд: 

( ) ( ) ( ) ,dY x A x Y x F
dx

 
  

                                        (4) 

де  
* 

12 13* 
21 23

31 34
42 43

( )
( )

( ) (

0 0
0 0, ,0)

( )
(

0
0) 0

i

i

i
x

i
xy

u a a
v

x
a aY A a a

a

x
x

x
x a

x

                   


 

12 13, 2 ,2
ij i

ij xa g b a         



ISSN 2410-2547  
Опір матеріалів і теорія споруд/Strength of Materials and Theory of Structures. 2018. № 100 

 

 

158
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На відмінність від алгоритму, розвиненому в нашій роботі [10], де 
шукається загальний розв’язок задачі (3) будемо шукати розв’язок задачі:  

 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

(0) 0, 0( ) , ,

dY x A x Y x F xdx
C Y x l


  

   

 

                                  (6) 

тобто загальний розв’язок системи рівнянь, що задовольняє граничним 
умовам на лівому торцю. Такий розв’язок зменшує порядок 
фундаментальної системи розв’язків вдвічі і будується за алгоритмом 
Годунова С.К. [2] з використанням ортогоналізації фундаментальної 
системи розв’язків та часткового розв’язку неоднорідних рівнянь в певних 
точках (призначені точки ортогоналізації) на відрізку  0, l . В зв’язку з цим 
в кожній точці ортогоналізації будується фундаментальна матриця Z  
розміром 4 2N N  (замість 4 4N N  в загальному алгоритмі [11]) та 
вектор 0Z


 вимірності 4N . 

Шуканий загальний розв’язок визначається співвідношенням 

0( ) ( ) ( ) ( ),k k kY x Z x b x Z x 


  00, , 0, ,k lx l x x l                   (7) 

де  kx - координата точки ортогоналізації. Тут ( )kb x


 – вектор довільних 
сталих, який залежить від точки ортогоналізації. Його вимірність вдвічі 
менша за вимірність аналогічного вектору b


 загального алгоритму. 

Для того, щоб з множини часткових розв’язків редукованої задачі 
виділити єдиний розв’язок, що задовольняє граничним умовам в усіх 
точках границі, включно з граничними умовами на ділянці [ , ]a l , необхідно 
за допомогою загального розв’язку задачі (6) побудувати рівняння відносно 
вектора довільних сталих b


. Загальний розв’язок не задовольняє цим 

умовам на ділянці границі : ( ), [ , ]Г y f x x a l  . На цій ділянці вихідна 
задача має наступні граничні умови, що випливають з рівнянь рівноваги 
приграничної зони (рис. 2). 

З рівнянь рівноваги диференціального приграничного елемента 
отримуємо співвідношення, яким повинні задовольняти невідомі функції: 

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ,( )( ),) ( , )x x xy x x x
df xk B x x y x y x x y x xu x y k B B qx yd      

( )( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ).y xy y y y y
xx x y x y x y x xdfk B v k B B qdx y x x y      (8) 
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Тут ,x yk k  – жорсткості 
пружних стержнів, які 
моделюють кінематичну 
взаємодію з оточуючим 
середовищем, ,x y   – задані 
кінематичні впливи з боку 
зовнішнього середовища, 

,x yq q – силові впливи з боку 
зовнішнього середовища, 

 21B df dx  . 
Оскільки ця ділянка в 

загальному випадку не є 
прямою ортогональною до осі 
x , то побудувати редуковані 
граничні умови для цієї ділянки проекційним методом не можна. 

Граничні умови (8) будемо розглядати в точках перетину прямих з 
граничною кривою Г . Значення координат ( , )x y  на k -й прямій слід 
позначати ( , )k kx y  і ці координати мають зміст, перша координата 

 kx визначає проекцію точки k  на відрізок прямої (0, )l , тобто координату 
відповідної точки ортогоналізації (вона ж точка видачі результатів), 
координата  ky  вказує, на якій прямій знаходиться дана точка. Крім того, 
використання в якості базисних функцій «функцій-кришок» [9] ,значення 
яких в точці на прямій k  дорівнює одиниці, а значення в точках інших 
прямих дорівнює нулю, дозволяє стверджувати, що k -й коефіцієнт в 
розкладі невідомої функції по такому базису: 

( , ) ( ) ( ),
( , ) ( ) ( ),
( , ) ( ) ( ),
( , ) ( ) ( ),

i
i

i
i

i
x x i

xy xy i

u x y u x y
v x y v x y

x y x y
x y x y




  
  






                                        (9) 

має зміст значення цієї функції на відповідній прямій. Тому граничні умови 
(8) перепишемо у вигляді: 

* ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k
x k k x k xy k x k x k k x k

df xk B x U x x x k B x x B x q xdx        

* ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k
y k k xy k y k y k y k k y k

df xk B x V x x x k B x x B x q xdx        (10) 

Оскільки в фундаментальній матриці ( )kZ x  переміщення kU  

знаходяться в k -му рядку, kV  в N k  рядку, k
y  в 2N k  рядку, k

xy  в 
3N k  рядку і кожному фіксованому k  відповідає в ( )kZ x  рядок з 2N  

елементів, а в векторі 0Z


 одна компонента, то підставивши в рівняння (8) 
загальний розв’язок (7) для кожного k  отримуємо 2 рівняння. Однак 

 
Рис. 2 



ISSN 2410-2547  
Опір матеріалів і теорія споруд/Strength of Materials and Theory of Structures. 2018. № 100 

 

 

160

рівняння для різних k  несумісні, тому що відповідають різним значенням 
kx , тобто різним точкам ортогоналізації, оскільки при ортогоналізації 

змінюється місцевий базис частинний розв’язків і, відповідно, змінюється b


. 
В зв’язку з цим пропонується наступний алгоритм врахування 

граничних умов на ділянці [ , ]x a l . Для подальшого знаходження  ( )kb x


 
виділяється і обнуляється матриця AM  (вимірності 2 2N N ), а для правої 
частини рівнянь – вектор 0Y


 вимірності 2N . Після ортогоналізації в 

останній точці відрізка [0, ]a  за допомогою граничних умов (10) 
знаходяться два перших рядки матриці AM  і два перших елементи 
стовпчика 0Y


. Далі виконується інтегрування до точки ортогоналізації. 

Після виконання ортогоналізації в наступній точці матриця AM  та вектор 

0Y


 піддаються лінійному перетворенню. 
1

1 1

0, 1 0, 0, 1

Ω ,
Ω .

k k k

k k k k

AM AM
Y Y M


 

 






                                    (11) 

Тут Ωk  – матриця проекцій, що формується при ортогоналізації частинних 

розв’язків однорідної задачі, 0Ω


 – вектор проекцій частинного розв’язку 
неоднорідних рівнянь. Після такого перетворення за допомогою граничних 
умов (10) на основі загального розв’язку (7) в точці 1k   формуються 
наступні два рядки матриці AM  та два елемента вектора 0, 1kY 


. 

Формування матриці AM  та вектора 0Y


 продовжується таким чином 
до кінцевої точки. В результаті отримуємо квадратну матрицю AM  
вимірністю 2 2N N  та 2N -вимірний вектор 0Y


. Розв’язуючи рівняння 

0 ,AM b Y 


                                               (12) 
знаходимо вектор довільних сталих в кінцевій точці області визначення 
загального розв’язку редукованих рівнянь. Виконуючи стандартний 
зворотній хід алгоритму дискретної ортогоналізації Годунова та знаходячи 
значення невідомих в точках ортогоналізації отримуємо наближений 
розв’язок плоскої задачі теорії пружності для області D , з якої виділяємо 
розв’язок редукованої задачі, що задовольняє усім граничним умовам. 

Слід зазначити, що для редукованих рівнянь граничні точки на границі 
кривої Г  проектуються у внутрішні точки відрізка визначення 
редукованих рівнянь, тому така задача зветься багатоточковою задачею для 
системи диференціальних рівнянь. 

Висновки. В даній роботі пропонується частинний варіант загального 
алгоритму розв’язування узагальненим методом прямих плоскої задачі 
пружності для областей неканонічної форми, якщо одна з торцевих границь 
є відрізком координатної лінії в декартовій системі координат. Розроблена 
методика дозволяє вдвічі зменшити трудомісткість розв’язання задач 
порівняно з загальним випадком. 
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Krasnyeyeva A.O. 
ABOUT ONE ALGORITHM OF NUMERICAL AND ANALYTICAL SOLUTION OF 
PLANNED PROBLEMS OF THEORY OF ELASTICITY FOR AREAS OF NONKANONIC 
FORM 

Well known, that both the heat conduction equation and the equation for calculating the stress-
strain states of most models are determined in three-dimensional space and related to complex 
problems of mathematical physics. For the simplest cases, analytical methods of solution have been 
proposed, but most tasks, especially dynamic, analytical methods cannot be solved. In our time, 
numerical methods (mainly the method of finite elements) or combined numerical-analytical methods 
are used for practical solving of complex problems of thermal conductivity and elasticity theory. One 
of the oldest combined methods for solving such problems is the direct method proposed by 
Kantorovich in the 1930s. 

The main idea of this method is the construction of multidimensional equations of mathematical 
physics by spatial coordinates up to one-dimensional. The problem in the spatial domain is 
continuous in one or two variables, and discrete by other variables. 

The method of lines divides the solution into two stages. The first step is to reduce the 
dimensionality of the original problem and move to a system of ordinary differential equations, 
which is further called reduced. The finite difference method was used to reduce the dimensionality 
of the original equations in the traditional version of the direct method. In the second stage the 
analytical or approximate analytical methods were used to solve the resulting system, but numerical 
methods were not used. In the generalized version of the method of lines for reducing the 
dimensionality of the original equations the projection method is used, and the reduced equations are 
solved by modern numerical methods. 

In our works [10] [11] a general algorithm for solving flat problems of the theory of thermal 
conductivity and elasticity theory for non-canonical forms based on the generalized method of lines 
is proposed. 

This paper is devoted to the construction of an effective algorithm for solving a plane problem of 
elasticity theory for regions of a definite form (a rectangle cut from one of the sides by some curve Г) 
based on a generalized method of lines. 

Key words: method of line, domain of noncanonical form, projection method, reduced 
equations. 
 
Краснеева А.А. 
ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ ЧИСЛЕННОГО-АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 
ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ОБЛАСТИ НЕКАНОНИЧЕСКОЙ 
ФОРМЫ 

Даная работа посвящена построению эффективного алгоритма для решения плоской 
задачи теории упругости для областей определенной формы (прямоугольник, который с одной 
из сторон обрезан некоторой кривой Г ) на основе метода прямых. 

Ключевые слова: метод прямых, область неканонической формы, проекционный метод, 
редуцированые уравнения. 
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УДК 539.3 
Краснєєва А.О. Про один алгоритм чисельно-аналітичного розв’язування 
плоских задач теорії пружності для областей неканонічної форми // Опір 
матеріалів і теорія споруд: наук.-техн. збірник. – К.: КНУБА, 2018. – Вип. 100. – С. 
155-163. 

Робота присвячена побудові ефективного алгоритму для розв'язку плоскої 
задачі теорії пружності для областей певної форми на основі методу прямих. 
Табл. 0. Іл. 2. Бібліогр. 11 назв. 
 
Krasnyeyeva A.O. About one algorithm of numerical and analytical solution of plane 
problems of theory of elasticity for areas of nonkanonic form // Strength of Materials 
and Theory of Structures: Scientific-and-technical collected articles – Kyiv: KNUBA, 
2018. – Issue 100. – P. 155-163. – Ukr. 

The paper is devoted to the construction of an effective algorithm for the solution of 
the plane elasticity problem for regions of a certain shape on the basis of the method of 
lines. 
Tables 0. Fig. 2. Ref. 11. 
 
Краснеева А.А. Об одном алгоритме численно-аналитического решения 
плоских задач теории упругости для областей неканонической формы // 
Сопротивление материалов и теория сооружений: науч.-техн. сборник. – К.: 
КНУСА, 2018. - Вып. 100. - С. 155-163. 

Работа посвящена построению эффективного алгоритма для решения плоской 
задачи теории упругости для областей определенной формы на основе метода 
прямых. 
Табл. 0. Ил. 2. Библиогр. 11 назв. 
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