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I. МЕТОД ДИСКРЕТИЗАЦИИ НА ОСНОВЕ МОДАЛЬНОГО АНАЛИЗА 
 
АНОТАЦІЯ. Застосован наближений метод дослідження нестаціонарних коливань (перехідних 

процесів) вібраційних систем (ВС) з розподіленими параметрами. Пропонується загальний спосіб 
побудови дискретних механічних моделей досліджуваних ВС. Метод дозволяє перші n форми коли-
вань ВС враховувати повністю, а інші - приблизно на основі квазістатичного підходу. 
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АННОТАЦИЯ. Применён приближённый метод исследования нестационарных колебаний (пере-

ходных процессов) вибрационных систем (ВС) с распределёнными параметрами. Предлагается 
общий способ построения дискретных механических моделей исследуемых ВС. Метод позволяет 
первые n форм колебаний ВС учесть полностью, а остальные – приближённо на основе квазиста-
тического подхода. 

Ключевые слова: метод, нестационарные колебания, вибрационная система, дискретная меха-
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SUMMARY. The close method of research of non-stationary vibrations (transients) of the oscillation sys-

tems (OS) is applied with the up-diffused parameters. The general method of construction of discrete me-
chanical models of investigated is offered OS. A method allows the first forms of vibrations of OS to take into 
account fully, and other - approximatel on the basis of quasistatic approach. 

Key words: method, non-stationary vibrations, oscillation system, discrete mechanical model, quasistatic 
approach. 

 
 
Введение 
При исследовании нестационарных ко-

лебаний (переходных процессов) вибраци-
онных систем (ВС) с распределёнными па-
раметрами (и тем более для автоматизации 
управления ими!) возникает необходимость 
интегрирования сложных систем диффе-
ренциальных уравнений в частных произ-
водных. Усилия многих исследователей 
направлены на создание инженерных мето-
дов расчета колебаний упругих систем (и, в 
частности, ВС), к которым относятся ши-
роко используемые классические методы 
определения собственных частот колеба-
ний тел, предложенные Рэлеем, Ритцем, 
Б.Г. Галёркиным и др. [1, 2]. Однако на 
практике очень часто ставится не задача 
определения собственных частот колебания 
ВС, а задача определения закона движения 
отдельных точек этой системы. В этом слу-
чае искомое смещение точки представляет-
ся в виде ряда по собственным формам ко-
лебаний ВС. Поэтому решение данных за-
дач связано с определением не только соб-

ственных частот, но и собственных форм 
колебаний. При решении таких задач часто 
используется метод дискретизации ВС с 
распределёнными параметрами, согласно 
которому исследования колебаний данных 
систем сводятся к исследованию колебаний 
некоторой механической системы (механи-
ческой модели) с конечным числом степе-
ней свободы. 

 
Изложение основного материала 
При исследовании колебаний твёрдого 

тела (поверхности рабочего органа ВС), 
скреплённого с упругой системой (обраба-
тываемой вибрационным воздействием 
средой, например, строительной-бетонной 
смесью в опалубке – с целью её уплотне-
ния), самым распространённым способом 
построения механических моделей таких 
ВС является способ, основанный на квази-
статическом подходе. Согласно этому под-
ходу, действие упругой системы на твёрдое 
тело (сила ответной реакции на виброфор-
мование среды) приближённо заменяется 
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действием на него такой же системы, но с 
массой, равной нулю. Зависимость между 
смещением тела и силой, действующей на 
него со стороны упругой системы, при 
движении тела является такой же, как и при 
его равновесии. Такие механические моде-
ли предложены в [3] для исследования ко-
лебаний вращающегося вала с диском и в 
[4] для исследования колебаний руки мани-
пулятора. Механические модели такого ти-
па широко используются не только для 
анализа ВС, но и при расчёте поперечных 
колебаний вибробалок с сосредоточенными 
массами (для поверхностного виброуплот-
нения строительных-бетонных смесей) при 
расчёте крутильных колебаний валов при-
водов ВС с закреплёнными на них дисками 
[1, 2].  
Использование квазистатических меха-

нических моделей ВС значительно упроща-
ет исследование колебаний упругих эле-
ментов, входящих в их состав. Погреш-
ность, возникающая при этом, сильно зави-
сит от массы ВС. Она незначительна только 

при выполнении условия: ,1>>
M

m
 где 

−M масса упругой системы, −m  масса 
твёрдого тела, движение которого рассмат-
ривается. Если это условие не выполняется, 
то рассматриваемой погрешностью пренеб-
речь нельзя. 
В литературе встречается немного работ, 

в которых используется метод дискретиза-
ции механических систем (в т.ч. ВС) с по-
строением механических моделей, прибли-
жённо учитывающих массу упругой систе-
мы (т.н. проблема учёта и количественной 
оценки присоединённой массы виброфор-
муемой среды в ВС). Отметим работы [5,6], 
в которых приводятся обзоры механиче-
ских моделей такого типа, используемых в 
задачах робототехники и при исследовании 
колебаний некоторых других механических 
систем с распределёнными параметрами. 
Основной недостаток этих механических 
моделей состоит в том, что не предложено 
достаточно обоснованного способа опреде-
ления параметров моделей. За критерий ка-
чества предложенных моделей принимает-
ся близость их собственных частот колеба-
ний к первым собственным частотам коле-

баний исследуемой механической системы 
(ВС) с распределёнными параметрами. Од-
нако решение задачи колебания упругой 
системы существенно зависит не только от 
её собственных частот, но и от эквивалент-
ных масс этой системы. То, что при по-
строении механических моделей ВС пре-
небрегается данным обстоятельством, зна-
чительно увеличивает погрешность, возни-
кающую при использовании этих моделей. 
В методе, предлагаемом в настоящей рабо-
те, устранён этот недостаток. Механиче-
ские модели ВС, построенные по этому ме-
тоду, позволяют учесть первые n форм ко-
лебаний упругой системы полностью, а ос-
тальные – приближённо на основе квази-
статического подхода. 
В связи с широким использованием ме-

тода конечных элементов (МКЭ) в совре-
менных исследованиях необходимо отме-
тить следующее. При решении задач, свя-
занных с расчётами сложных ВС и имею-
щих чисто вычислительный характер, МКЭ 
является одним из наиболее эффективных. 
Однако эффективность использования ком-
пьютерных программ, в основу которых 
положен этот метод, значительно снижает-
ся, если необходим качественный анализ 
поведения ВС при действии на них различ-
ных нагрузок, если требуется выявить зна-
чимые параметры упругой системы (со-
ставляющей ВС) и решить задачу оптими-
зации. В большинстве случаев при решении 
подобных задач необходимо исследовать 
поведение упругой системы при изменении 
нескольких основных (значимых) безраз-
мерных параметров, каждый из которых 
представляет собой комбинацию парамет-
ров, связанных с размерами, формой и ма-
териалом (средой), который подвержен ви-
бровоздействию. Предлагаемый метод по-
строения механических моделей ВС позво-
ляет получить достаточно простую систему 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, описывающих колебания рассматри-
ваемой ВС с распределёнными параметра-
ми, записать эти уравнения в безразмерном 
виде, выделить безразмерные параметры, 
от которых зависит решение, и выполнить 
другие необходимые операции. 
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Эффективность использования данного 
метода обеспечивается тем, что получае-
мые механические модели ВС состоят всего 
из нескольких элементов и являются значи-
тельно проще моделей, используемых по 
МКЭ. Предлагаемые модели ВС из-за спе-
цифики их построения более точно описы-
вают колебательные (переходные) процес-
сы в ВС по сравнению с широко исполь-
зуемыми в настоящее время моделями, по-
строенными на основе метода прямой дис-
кретизации ВС с распределёнными пара-
метрами. 
Пусть требуется определить закон дви-

жений )(tAξ  некоторой точки А упругого 
тела (или упругой конструкции, входящей в 
состав ВС) в направлении единичного век-
тора Ai  под действием сосредоточенной 
силы ),(tP приложенной в этой или другой 
точке В тела в направлении единичного ве-
ктора .Bi  Воспользуемся понятием динами-

ческой податливости тела, которая является 
одной из основных частотных характери-
стик (нестационарных) колебаний ВС. Ди-
намическая податливость – это функция 
частоты возбуждения ω  и определяется 

выражением ),(
~

/)(
~

)( tPtR Aξ=ω  где 

−ξ )(
~

tA закон движения точки А при уста-
новившихся вынужденных колебаниях тела 
под действием гармонической возмущаю-

щей силы tjePtPtP ω== 0)(
~

)( , ,12 −=j  

.0 constP =  Если действие диссипативных 

сил незначительно, то динамическую по-
датливость можно представить в виде ряда 
[5]  

[ ]∑
∞

=

−
ω−ω=ω

1

122 ,)()(
k

kkMR       (1)  

где −ωk собственные частоты колебаний; 

−= ),,,( BAkk iBiAMM эквивалентные массы 

тела, соответствующие точке наблюдения 
А, направлению наблюдения Ai , точке воз-
буждения В и направлению возбуждения 

.Bi  эквивалентные массы ВС в общем слу-
чае можно выразить через собственные  
формы ),,( zyxkξ  колебаний тела (ВС с ра-

спределенными параметрами) [7], и кото-
рые можно выразить в виде формулы 

{ } { }
...,3,2,1

,
),,(),,(

)(

2

=
ξ⋅ξ

ξρ

=
∫

k

izyxizyx

dV

M
BBBBkAAAAk

V

k

k
(2) 

где −ρ  плотность; −V объём тела; 

−),,(),,,( BBBAAA zyxBzyxA  координаты 

точек А и В. 
В случае стержневых конструкций (час-

то используемых в качестве рабочих моде-
лей упругих подсистем ВС) формула (2) 
несколько упрощается. Однако её исполь-
зование в расчётах не всегда оправдано. Во 
многих случаях целесообразно сначала на-
йти аналитическое выражение для динами-
ческой податливости ВС (в целом, или её 
упругой составляющей) ),(ωR  а затем оп-
ределить эквивалентные массы предельным 
переходом  

( ){ }
.,...3,2,1

,)(lim
122

=

−⋅=
−

→

k

RM kk
k

ωωω
ωω  

При нулевых начальных условиях сме-
щение точки А в направлении Ai  под дей-
ствием силы )(tP  можно представить в ви-
де 

∑ ∫
∞

=
ττ−ωτ

ω⋅
=ξ

1 0

.)(sin)(
1

k

t

k
kk

A dtP
M

 (3) 

При построении механических моделей 
упругих подсистем ВС квазистатическим 
методом смещение )(tAξ приближённо 
представляется в виде 

,
1

)0(
1

,
)(

)(

0

0

1

1
2

0
0

Ak kk

A

P

M

R
c

c

tP
t

ξ







ω
=

===ξ

−
∞

=
∑

           (4) 

где −)0(R  статическая податливость ВС; 

−ξ 0A смещение точки А под действием по-

стоянной силы .0PP =  

Для вычисления смещения )(tAξ по фор-
муле (3) необходимо определить собствен-
ные частоты kω  и эквивалентные массы 

kM  упругой подсистемы ВС ,...).3,2,1( =k  

Во многих случаях ряд (3) быстро сходится 
и для его вычисления достаточно рассмот-
реть несколько первых членов. Предлагае-
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мый метод построения механических моде-
лей ВС основан на приближённом пред-
ставлении смещения (3) в виде 

∑ ∫
=

ττ−ωτ
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+=ξ
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dtP
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В выражении (5) учитываются полно-
стью первые n  слагаемых ряда (3). Введе-

ние жесткости )(
0

nc позволяет приближенно 

учесть остальные члены этого ряда. Вели-

чина )(
0

nc вводится аналогично жесткости 

0c  в выражении (4). Выражение (5) соот-

ветствует представлению динамической 
податливости (1) упругой подсистемы ВС в 
виде 

[ ] [ ]∑
=

−−
ω−ω+=ω≈ω

n

k
kk

nn McRR
1

1221)(
0

)( .)()()(      

В качестве механической модели данной 
упругой подсистемы ВС, приближённо 
описывающей колебания её точки А под 
действием силы ),(tP  рассмотрим механи-
ческую систему с n  степенями свободы. 
Параметры модели (жёсткости и массы) 
будем выбирать таким образом, чтобы 
смещение некоторой точки A′под действи-
ем силы ),(tP приложенной в этой же или 
другой точке B′модели, при нулевых на-
чальных условиях было тождественно рав-

но смещению ,)(n
Aξ вычисленному по фор-

муле (5). Для выполнения этого условия 
достаточно удовлетворить равенствам 

.,...,2,1

,
~

,~),0()0(
~

nk

MMRR kkkk

=

=ω=ω=
   (6) 

где −)0(
~
R статическая податливость;  

−ωk
~  собственные частоты; −kM

~
эквива-

лентные массы механической модели ВС. 

Поскольку в выражениях (6) 
−ω kk MR ,),0( известные параметры упру-

гой подсистемы ВС, а величины 

kk MR
~

,~),0(
~ ω  являются функциями искомых 

параметров модели ВС, то эти выражения 
можно рассматривать как систему уравне-
ний относительно неизвестных масс и жё-
сткостей механической модели ВС. 
Чтобы подчеркнуть связь модальных па-

раметров построенной механической моде-
ли ВС и модальных параметров исследуе-
мой упругой конструкции (подсистемы 
ВС), метод назван методом дискретизации 
ВС с распределёнными параметрами на ос-
нове модального анализа. Метод был ус-
пешно использован в различных задачах 
нестационарных колебаний ВС, других 
машиностроительных конструкций. Следу-
ет заметить, что задачи построения меха-
нических моделей ВС в общем случае дви-
жения твердого тела, скреплённого с упру-
гой подсистемой ВС, становится достаточ-
но трудоёмкой. Результаты некоторых ис-
следований таких движений, полученные 
на основе выражений типа (5), приведены в 
[7].  
Рассмотрим пример определения опера-

тора (матрицы) динамической податливо-
сти для ВС с n -степенями свободы движе-
ния. При этом используем подходы, пред-
ложенные в [8-10]. 
Уравнение движения запишем следую-

щим образом: 
( )tfXCXBXM =⋅+⋅+⋅ &&& ,     (7) 

где CBM ,,  – матрицы симметричных 

положительно определенных квадратичных 
форм, которые выражают кинетическую – 

( )XXM && ,
2

1
К ⋅= , потенциальную энергию 

( )XXС && ,
2

1
П ⋅=  системы, а также ее дисси-

пативную функцию Релея ( )XXBE && ,
2

1 ⋅= . 

При этом:  

kmkmkm cCbBmM === ,, ,     (8) 

где nx − – мерный вектор обобщенных ко-

ординат системы, а ( )tf  – вектор-столбец 
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возмущающих сил, зависящих от времени t  
(также n  – мерный). 

При переходе к нормальным координа-
там ( )qx → , получим вместо (7): 

( )

,....,2,1

,2
0

1

nk

tFqqq kkkj

n

j
kjk

=

=⋅ω+⋅β+∑
=

&&&

     (9) 

где нормальные координаты mq  связаны с 

обобщенными координатами jX  соотно-

шением: ∑
=

⋅θ=
n

m
mjmj qX

1

, а матрица jmθ  

осуществляет одновременное преобразова-
ние кинетической и потенциальной энергий 
системы к диссипативному виду, т.е.: 
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Силы ( )tFj  связаны с силами ( )tfm  по-

средством транспонированной матрицы 
Т

jmmj θ=θ  выражением: 

( ) ( )∑
=

⋅θ=
n

m
mmjj tftF

1

.           (11) 

Величины jmθ  являются нормированны-

ми коэффициентами j  – й формы колеба-
ний [8-10], которой соответствует собст-
венная частота 00 >ω j ; для величин kjβ  

имеем: 

∑
=

θ⋅=β
n

m
mjkmkj b

1

.              (12) 

При условии, что все величины kmb  ма-

лы, и их произведениями, квадратами, по 
сравнению с другими величинами, можно 
пренебречь, характеристическая матрица 
системы в нормальных координатах факто-
ризуется [8, 9], т.е. можно приближенно 
характеристическое уравнение представить 
следующим образом: 

( ) ∏
=

=ω+ω⋅+≈
n

m
mmmn pppD

1

2
00

2
2 0)Г2( ,  (13) 

где pb mmmm ,
2

1
Г 1

0
−ω⋅⋅=  – характеристи-

ческое число. 

Корни уравнения (13) будут в общем 
случае комплексными и попарно сопря-
женными: mmm ip 00m -Г ω±ω⋅= . Тогда вы-

ражение для оператора динамической по-
датливости в нормальных координатах при-
нимает вид: 

( ) ( ) ( ) 12
00

2 ~Г2~~ −ω+ω⋅+=≡ jjjjjjk pppLpL , (14) 

где p~  – частота колебаний системы.  
Переходя к исходным обобщенным ко-

ординатам ( )tX k  выполним обратное пре-

образование (14), в результате которого 
имеем 

( ) ( )
( )∑∑

= = ω+ω⋅+
⋅θ⋅θ

=
n

j

n

m jjj

mmjkj
k pp

tf
tX

1 1
2
00

2 ~Г2~ .  (15) 

В том случае, когда сила приложена то-
лько в точке mX , тогда при вычислении 

перемещения в точке kX  суммирование по 

индексу m  не производим, а для оператора 
динамической податливости, действующе-
го из mX  в kX , можно записать: 

( ) ∑
= ω+ω⋅+

θ⋅θ
=

n

j jjj

mjkj
km pp

pL
1

2
00

2 ~Г2~
~ .  (16) 

Формула (16), точная при отсутствии за-
тухания ( )0Г =j , определяет разложение 

оператора динамической податливости по 
собственным формам колебаний исходной 
системы. Пусть ω⋅= ip~ , где 12 −=i , при-
ходим к выражениям для динамических 
податливостей, являющихся уже частотны-
ми характеристиками исследуемой систе-
мы. При этом: 

( ) 0lim
0

=ω
→ω

iLkm .                    (17) 

(Подобные механические системы принято 
называть фильтрующими). 
Следует отметить, что полученные ре-

зультаты можно также распространить и на 
системы с распределенными параметрами. 
Так, для прямых упругих стержней, кото-
рые могут совершать продольные, попе-
речные либо крутильные колебания, можно 
записать 

( ) ( ) ( )
∑

∞

= ω+ω⋅+
θ⋅θ

=
1

2
00

2 ~Г2~
~,,

j jjj

jj
km pp

YX
pyxL ,  (18) 

где ( ) ( )YX jj θθ ,  – координаты форм коле-

баний в точках приложения тестового си-
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лового фактора и измерения ответной реак-
ции. 
Выражения вида (16) можно также ис-

пользовать при определении «веса» j  – й 
формы колебаний системы (даже в услови-
ях резонанса по j  – й форме): 

( )
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Выводы 
 
1. Получен новый приближённый метод 

исследования (нестационарных) колебаний 
ВС с распределёнными параметрами. 

2. Предложен общий способ построения 
дискретных механических моделей иссле-
дуемых упругих подсистем ВС, который 
позволяет с помощью динамических подат-
ливостей учитывать первые nформ их ко-
лебаний полностью, а остальные – прибли-
жённо на основе квазистатического подхо-
да. 

3. Выражение (5), на котором основан 
данный метод, получено для задач с нуле-
выми начальными условиями. Близость ди-
намических податливостей упругой под-
системы ВС и её модели оправдывает ис-
пользование этой модели и в задачах с не-
нулевыми начальными условиями, где ис-
пользование механических моделей ВС 
наиболее эффективно. В этом случае реше-
ние задачи методом Фурье связано с трудо-
ёмкой процедурой вычисления интегралов 

∫ ∫ ξξξ
)( )(

00 ,,
V V

kk dVvdV где величины ),,(0 zyxξ  

и ),,(0 zyxv  определяют начальную форму 

упругого тела (упругой подсистемы ВС) и 
начальное распределение скоростей точек 
тела. Если исследования проводить на ос-
нове модели упругого тела, то необходи-
мые начальные смещения и скорости со-
держащихся в модели ВС масс можно при-
ближённо получить из различных условий, 
учитывающих физические особенности уп-
ругой подсистемы ВС и ее модели. К наи-
более общим условиям можно отнести ус-
ловия равенства кинетической и потенци-
альной энергии, вычисленной для упругой 

подсистемы ВС и ее модели в начальный 
момент времени. 

4. Высокая эффективность использова-
ния метода показана при решении ряда за-
дач автоматизации управления ВС в пере-
ходных режимах их функционирования, 
что позволяет рекомендовать его для даль-
нейшего совершенствования и уточнения 
существующих инженерных методов рас-
чёта подобных технических систем в ре-
жимах их реальной эксплуатации. 
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