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Анотація. В роботі запропоновані методика 

і алгоритми дослідження коливань буйково-

заякореної системи загородження, що дозво-

ляє визначити динамічні і кінематичні харак-

теристики поведінки таких систем під дією 

морського хвилювання. На основі класичних 

підходів про коливання систем побудована сис-

тема рівнянь руху буйково-заякорених конст-

рукцій. Проведено деталізацію сил, що діють на 

всі елементи конструкції. З використанням 

апроксимацій гнучких елементів за допомогою 

сплайнів нелінійні диференціальні рівняння 

другого порядку в частинних похідних зведені 

до нелінійних задач Коші по часовій коорди-

наті, що розв’язуються чисельно. В роботі на 

прикладі конкретної буйково-заякореної систе-

ми проведено чисельний аналіз впливу пара-

метрів морських хвиль (періоду, кута набігання 

хвильового фронту) на натяги в різних точках 

конструкції, а також на конфігурацію системи в 

просторі під дією хвиль. 

Ключові слова: коливання, буйреп, морське 

хвилювання, натяг, ривки. 

 

 

ВСТУП 

 

Буйково-заякорені системи загороджен-

ня використовують з метою обмеження 

розливів нафти, а також в якості гнучких 

біотехнічних споруд для вирощування 

морських організмів і водоростей, тощо 

[9]. Вони знаходяться під дією нерівно-

мірно розподілених у просторі навантажень 

(течії, хвилі) і можуть мати різну конфігура-

цію. 

Досвід експлуатації і проектування таких 

систем показує, що в умовах хвилювання і 

течій в якірних канатах (гнучких елементах 

конструкцій), специфічні пружні властивос-

ті яких полягають в тому, що вони працю-

ють на розтяг і не працюють на стиск, 

виникають “розслаблення” з наступним 

ривковим збільшенням в них натягу, який 

може перевершувати статичні значення в 

кілька разів [1, 2, 9]. 

Тривала дія перемінних зусиль та рив-

кових ефектів має негативний вплив на 

міцність і надійність роботи буйково-зая-

корених систем загородження. Тому необ-

хідне вивчення нестаціонарної динамічної 

поведінки такої системи як в цілому, так і 

окремих її елементів, тому що “розслаб-

лення” в деяких елементах призводять до 

появи ривків та вібрацій в усій системі. 

 

 

МЕТА І МЕТОДИ 

 

Метою дослідження є вивчення впливу 

дії хвиль на коливання буйково-заякорених 

систем загородження, а саме: визначення 
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кінематичних і силових характеристик сис-

теми загородження при різних векторах і 

періодах хвиль та виявлення гнучких еле-

ментів, в яких виникає “розслаблення”. 

Розглянемо гнучкий елемент конструкції 

(гнучке протяжне тіло). Під гнучким тілом 

будемо розуміти тіло, яке при малих дефор-

маціях має значні скінченні переміщення і 

працює тільки на розтяг, а під протяжним – 

тіло, один розмір якого значно перевищує 

два інші. Нехай на тіло діють масові сили 

 txP k ,


, на частині поверхні тіла діють 

поверхневі сили  txF k ,


 і задані перемі-

щення  txu k ,
. Відлік часу і переміщення 

ведемо від початкового незбуреного стану. 

Для знаходження розподілу напружень і 

деформацій в тілі, обумовлених рухом тіла, 

запишемо принцип віртуальної роботи для 

такої динамічної задачі [6] 
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Для знаходження розв’язку задачі (1) 

проведемо дискретизацію системи, перемі-

щення виразимо через дискретне число 

узагальнених координат  Njq j ,...,2,1  і 

запишемо у вигляді 
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  . 
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Перетворимо вираз  
2t

t i

Kdt  в (1), вико-

ристовуючи узагальнені змінні jq  
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де враховані умови   01  tq j ,   02  tq j , 

Nj ,1 . 

Використовуючи (2), третій і четвертий 

члени в (1) приведемо до вигляду 
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узагальнені зовнішні сили. 

Так як ми розглядаємо гнучкі протяжні 

елементи конструкції, то перший член в 

варіаційному принципі (1) можна звести до 

вигляду 
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F

dFT . 

 

Користуючись (2), можна записати 
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q
TQ  – узагальнені 

внутрішні сили. 
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Підставимо (3), (4), (5) в (1) і одержимо 
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Так як варіації незалежні, то з рівняння 

(6) одержимо систему N  рівнянь 
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Ці рівняння є рівняннями руху Лагранжа 

пружних тіл, переміщення яких скінченні. 

Запишемо рівняння руху гнучкого 

елемента в нерухомій системі координат 

.,, 321 xxOx  Після дискретизації системи за 

узагальнені координати вибираємо просто-

рові координати точок дискретизації. Тоді 

радіус-вектор гнучкого елемента між 

точками дискретизації запишемо у вигляді 
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де kiR  – функції, що виражають зв’язок 

довжини осі гнучкого елемента і координат 

точок дискретизації, ke


 – одиничний радіус 

-вектор. 

Силу натягу для гнучких елементів з 

лінійними пружними властивостями можна 

записати у вигляді 
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тобто гнучкий елемент працює тільки на 

розтяг. 

Кінетична енергія набуде вигляду 
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де 
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Надамо формулам для узагальненої 

внутрішньої сили в
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зовнішньої сили 
з
iQ  вигляду 
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 – розподілена поверхнева 

сила, 
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 – розподілена масова 

сила. 

З врахуванням виразів для кінетичної 

енергії та її похідних, а також узагальнених 

сил, рівняння руху гнучкого елемента (7) 

набуде вигляду 

 

















 



 kj

i
ii

kj

i
ii

N

i
i

x

R
Rm

x

R
RmL









1

0

1

0

 



































































l

R

xl

R

l

R
H

l

R
C i

kj

iii
Ei



11

  0













 d

l

R

x

R
ff i

kj

im
i

p
i




,       (9) 



Математика та статистика 

 

ПІДВОДНІ ТЕХНОЛОГІЇ  03/2016, 14-24 

Промислова та цивільна інженерія 
17 

Nj ,0 , 3,2,1k , 
i

i

L

ll 
 , iii llL  1 . 

 

При взаємодії з зовнішнім середовищем 

на гнучкий елемент діють: сила поверх-

невого гідродинамічного опору, сила інер-

ції приєднаної маси рідини, що залучається 

в сумісний рух, сила ваги гнучкого елемен-

та та сила Архімеда [10]. Будемо вважати 
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Розглянемо довільну розгалужену систе-

му заякорення. Виберемо на системі послі-
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ви, а саме – просторові координати цих то-

чок. Рух ділянок гнучких елементів (буй 

репів) між точками iP  та jP  опишемо за 

допомогою радіусів-векторів k
k
ijij eRR


 , де 

k
ijR  – функція, що виражає зв'язок довжин 

дуг осей ділянок буй репа і координат 

точок. 

На систему діють як масові, так і поверх-

неві (гідродинамічні) сили. Інтенсивність 

останніх залежить від орієнтації гнучких 

елементів у потоці, параметрів потоку і 

параметрів конструкції [10]. Враховуємо 

закон збереження маси і односторонність 

роботи гнучкого елемента [3, 4]. Викорис-

товуємо узагальнення принципу віртуаль-

ної роботи на динамічні задачі [6]. За уза-

гальнені координати приймаємо просторові 

координати точок дискретизації kix . В ре-

зультаті одержуємо систему рівнянь, що 

описують рух заякореного довільною розга-

луженою системою буя в рідині 
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Rij
ij









, ijLl , 3,2,1k , .,....,2,1 rNp   

 

Тут ijm  і aijm  – маса і приєднана маса, ijL  

– довжина, ijF  – площа поперечного пере-

різу, EijC , ijC , nijC  – коефіцієнти пружно-

сті й опору дотичного і нормального ij-го 

відрізку троса, V


 – вектор швидкості пото-

ку,   – щільність рідини, g


 – вектор віль-

ного падіння, bM  – маса буя, bF


 – сили, 

що діють на буй. 

Сили, що діють на буй від морського 

хвилювання, будемо брати аналогічно 

[3, 5]. Для буя віхоподібної форми, тобто з 

постійною площею ватерлінії, приймаємо, 

що максимальний розмір буя малий у 

порівнянні з відрізком, на якому швидкість 

потоку рідини значно змінюється. Впливом 

буя на потік будемо нехтувати. Передбача-

ємо, що центр тиску і центр мас збігаються, 

тоді момент гідродинамічних сил відсутній. 

Якщо підйом вільної поверхні малий 

порівняно з довжиною хвилі, то і нахили її 

будуть малими, тоді можна вважати, що 

поверхня рідини коливається за законом 

[10], )cos( txkA 


. Впливом морського 

хвилювання на елементи заякорення буя на 

глибинах, більших половини довжини 

хвилі, будемо нехтувати. 

Додаючи до отриманих рівнянь руху 

початкову конфігурацію системи заякорен-

ня   0
0,

kitki xtlx   і початкові швидкості її 

руху   0
0,

kitki tlx  , однозначно опише-

мо динаміку заякореного буя. 

Для знаходження радіусів-векторів ijR


 

використані параметричні локальні сплай-

ни [2, 8]. 

Розрахункову систему рівнянь можна 

представити у вигляді 

 

).,(]][[ kpkpkp xxx             (12) 

 

Для чисельного розв’язання систему ди-

ференціальних рівнянь руху (12) необхідно 

привести до нормального виду. Так як еле-

менти матриці   залежать від невідомих 

функцій, то процес нормалізації необхідно 

проводити на кожному кроці за часом. Але, 

так як матриця   є розрідженою, то при її 

розв’язанні методами виключення деякі 

елементи матриці, що до розв’язання дорів-

нювали нулю, перестають бути рівними 

нулю. Використовуючи перестановки стов-

пців і рядків матриці, можна скоротити 

кількість ненульових елементів, що знову 

з’являються при факторизації. Найкращі 

результати, з погляду мінімального числа 

ненульових елементів і, як наслідок, часу 

розв’язання перетвореної системи, виходять 

для перестановки, що була отримана при 

використанні алгоритму мінімального сту-

пеня [7]. 

Так як на кожному кроці за часом необ-

хідно розв’язувати лінійну систему рівнянь 

з матрицею  , то виникає питання стійко-

сті розв’язку, що забезпечується вибором 

головного елемента матриці і залежить від 

міри її обумовленості. Для кожного рядка 

розглянутої матриці М величини діагональ-

них елементів в два рази перевищують суму 

величин недіагональних, тобто матриця   

є матрицею з діагональною перевагою. 

Оцінимо міру спектральної обумовленості 

матриці  . Для рівномірної розбивки мож-

на знехтувати розбіжністю між коефіцієнта-

ми. Структура ненульових елементів матри-

ці 0  співпадає із структурою матриці 

інцедентності графа, що відповідає схемі 

конструкції. Ненульові недіагональні еле-

менти матриці 0  дорівнюють одиниці. У 

загальному випадку, визначити міру обу-

мовленості матриці неможливо, але для 

конкретної конструкції її можна визначити 

заздалегідь. Нормалізовану систему нелі-

нійних диференціальних рівнянь розв’язу-

ємо чисельно, використовуючи метод Гіра. 

 

 

РЕЗУЛЬТАТИ ТА ПОЯСНЕННЯ 

 

Використовуючи запропонований алго-

ритм, дослідимо коливання буйково-заяко-

реної системи загородження в умовах роз-

винутого морського хвилювання. Зокрема, 

розглянемо заякорену по прямій лінії систе- 
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му, що утримується буями на хвилі. Дослід-

ження коливань проведемо для конкретної 

конструкції, в якій кількість: точок заяко-

рення – 7, буйків – 7, горизонтальних рядів 

– 3, вертикальних рядів – 7 (Рис.1). 

Довжини всіх ділянок по м100 , погонна 

маса буйрепів мкг3 , площа їх поперечно-

го перерізу 2м0003,0ijF , коефіцієнт пру-

жності H107EijC . Коефіцієнти гідроди-

намічного опору руху в рідині прийняті 

такі: 
2

мкг78,0ijC , 
2

мкг6,15nijC   

дотична та нормальна складові; приєднана 

маса рідини, що залучається в сумісний рух 

мкг4,0aijm . Буй має циліндричну 

форму, маса буя кг100 , площа міделевого 

перерізу 2м1 . 

Виберемо нерухому систему координат: 

нехай площина 21xOx  збігається з незбуре-

ною поверхнею води, а вісь 3Ox  направимо 

проти вектора вільного падіння. 

У якості початкової обираємо рівноваж-

ну конфігурацію конструкції 

 

0
0 jtj xx  ,    00tjx . 

Дослідимо коливання буйково-заякоре-

ної системи загородження при різноманіт-

них періодах морського хвилювання, де 

залежність між періодом хвиль та їхньою

 

 
 

амплітудою виражається за законом [6] 

 

   2ln75,0exp085,0 2
wgTA . 

 

На Рис. 2, 3 представлені залежності 

натягу від часу при куті між фронтом роз-

повсюдження хвилі та лінією заякорення 

Рис. 3. Залежність натягу від часу в середньому 

вертикальному буйрепі при  = 90
о
, Tw 

= 4,5с – 1; Tw = 5,6с – 2; Tw = 6,4с – 3; Tw 

= 8,0с – 4; Tw = 9,0с – 5 

Fig. 3. The dependence of the tension on time in 

the average vertical buoy line at  = 90
о
, 

Tw = 4,5с – 1; Tw = 5,6с – 2; Tw = 6,4с – 3; 

Tw = 8,0с – 4; Tw = 9,0с – 5 
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Рис. 2. Залежність натягу від часу в середньому 

вертикальному буйрепі при  = 90
о
,  

Tw = 1,6с – 1; Tw = 1,8с – 2; Tw = 2,3с – 3; 

Tw = 3,2с – 4 

Fig. 2. The dependence of the tension on time in 

the average vertical buoy line at  = 90
о
, 

Tw = 1,6с – 1; Tw = 1,8с – 2; Tw = 2,3с – 3; 

Tw = 3,2с – 4 
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Рис. 1. Схема буйково-заякореної системи 

загородження 

Fig. 1. Buoy-moored barrier system 
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= 90
о
 в середньому вертикальному буй-

репі в точці кріплення буйка. 

При малих періодах морського 

хвилювання амплітуди натягу суттєво не 

відрізняються. При великих періодах 

морського хвилювання (штормові хвилі) 

амплітуди натягу зі збільшенням періоду 

хвилі значно зростають. 

На Рис. 4 представлена залежність 

максимальних величин натягу від періоду 

хвилі при куті між фронтом розповсюд-

ження хвилі та лінією заякорення = 30
о 

в 

 

 
 

 

крайньому (крива 1) і в середньому (крива 

2) вертикальних буйрепах в точках кріплен-

ня буйка. 

Бачимо, що максимальні значення натя-

гів в крайньому буйрепі практично лінійно 

зростають з ростом періоду хвиль. В той же 

час для середнього буйрепа при малих 

періодах хвиль максимальні значення натя-

гу практично не зростають.  

Для найбільш ймовірного морського 

хвилювання в умовах відкритих шельфо-

вих зон (період хвилі c4,6wT , що від-

повідає 4…5 балам) на Рис. 5 

представлено коливання буйково-

заякореної системи загородження при 

різних кутах між фронтом 

розповсюдження хвилі та лінією зая-

корення в середньому вертикальному буй-

репі в точці кріплення буйка. 

Виявлено, що при зміні кута розповсю-

дження хвильового фронту до лінії заяко-

ріння (при кутах менших 75º) максималь-

ні натяги у вертикальному буйрепі біля 

середнього буйка суттєво не відрізняють-

ся за своїм характером та величинами і 

зростають при наближенні величини кута 

до 90º, а максимальні натяги в верти-

кальному буйрепі біля крайнього буйка 

суттєво не відрізняються при зміні кута, 

хоча і значно більші ніж біля середнього 

буйка (Рис. 6). 

 

Рис. 6. Залежність максимальних величин натя-

гу від кута при Tw = 6,4c у вертикальних 

буйрепах (1 – біля крайнього буйка т.1; 

2 – біля середнього буйка т.4) 

Fig. 6. The dependence of the maximum values of 

tension on the angle at Tw = 6,4c in the 

vertical buoy lines (1 – near the extreme 

buoy p.1; 2 –near the middle buoy p.4) 
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Рис. 5. Залежність натягу від часу в середньому 

вертикальному буйрепі при Tw = 6,4c, 

= 0
о
 – 1; 45

о
 – 2; 90

о
 – 3 

Fig. 5. The dependence of the tension on time in 

the average vertical buoy line at Tw = 6,4c, 

= 0
о
 – 1; 45

о
 – 2; 90

о
 – 3 
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Рис.4. Залежність максимальних величин натя-

гу від періоду хвилі при = 30
о
 у 

крайньому – 1 і в середньому – 2 верти-

кальних буйрепах 

Fig. 4. The dependence of the maximum values of 

tension on the wave period = 30
о
 in the 

extreme – 1 and the average – 2 vertical 

buoy lines 
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На Рис. 7 представлена залежність натя-

гу від часу в крайньому буйрепі при 

c4,6wT , 30  по глибині (1 – в точці 

кріплення буйка, 2 – в середній точці, 3 – 

в точці заякорення). Бачимо, що натяг по 

глибині зменшується, але вібрації поси-

люються. 

 

 

 
 

На Рис. 8, 9 представлені залежності 

натягу від часу в вертикальних буйрепах у 

точках кріплення буйків при періодах хвиль 

c6,5wT  (Рис. 8), c4,6wT  (Рис. 9) і куті 

набігання хвилі  = 90º. Величини натягів у 

вертикальних буйрепах при крайніх буйках 

більше ніж в два рази перевищують значен-

ня величин натягів біля середніх буйків. 

На Рис. 10 наведено максимальні натяги 

у вертикальних буйрепах біля буйків 1-7 

(буйки з першого по сьомий) при = 30º, 

c2,3wT  (крива 2), cTw 4,6  (крива 1). 

 

 
 

 

Рис. 10. Максимальні натяги у вертикальних 

буйрепах біля буйків 1-7 при  = 30
о
;
 

Tw = 6,4c – 1; Tw = 3,2c – 2 

Fig. 10. The maximum tension in the vertical buoy 

lines near the buoys 1-7 at = 30
о
; 

Tw = 6,4c – 1; Tw = 3,2c – 2 
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Рис. 7. Залежність натягу від часу в крайньому 

вертикальному буйрепі при Tw= 6,4c; 

= 30
о
 (1 – біля буйка; 2 – в середній 

точці; 3 – в точці заякорення) 

Fig. 7. The dependence of the tension on time at 

the extreme vertical buoy line Tw = 6,4c; 

= 30
о
 (1 – near buoy; 2 – midpoint; 

3 – at the point of anchoring) 
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Рис. 8. Залежність натягу від часу при = 30
о
, 

Tw = 5,6c, у вертикальних буйрепах  

(1 – біля крайнього буйка т.1, 2 – т.2; 

3 – т.3; 4 – біля середнього буйка т.4) 

Fig. 8. The dependence of the tension of time in the 

vertical buoy lines at = 30
о
; Tw = 5,6c, 

(1 – near the extreme buoy p.1, 2 – p.2; 

3 – p.3; 4 – near the middle buoy p.4) 
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Рис. 9. Залежність натягу від часу в верти-

кальних буйрепах біля буйків 1-7 при 

Tw= 6,4c;  = 30
о
 

Fig. 9. The dependence of the tension of time in 

the vertical buoy lines near the buoys 1-7 

at Tw= 6,4c; = 30
о
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Бачимо, що зі збільшенням періоду мор-

ського хвилювання величини максимальних 

натягів у вертикальних буйрепах теж збіль-

шуються. 

На Рис. 11 наведено залежність натягу 

від часу при c4,6wT , 30  в точках 

кріплення буйків вертикальних буйрепів: 

крайнього (крива 1), середнього (крива 2); 

горизонтальних буйрепів: крайнього (кри-

ва 3), середнього (крива 4). 

Поведінку буйково-заякореної системи 

загородження у просторі представлено на 

Рис. 12, 13. 

Під дією хвиль, власної ваги, пружних 

характеристик система приймає стаціонар-

не положення, відносно якого коливається. 

З Рис. 12 видно, що при куті між фронтом 

розповсюдження хвилі та лінією заякорен-

ня 90  крайні буйки значно стягуються 

до центру буйково-заякореної системи 

(більш ніж на 30 метрів), в той час як у 

напрямі ходу хвиль буйки зміщуються лише 

на декілька метрів. 

Просторовий рух середнього буйка (т. 4 

на Рис. 1) при періоді хвиль c4,6wT  і 

куті між фронтом розповсюдження хвилі 

та лінією заякорення 30  (Рис. 13) по-

казує, що буйок рухається відносно 

динамічного стаціонарного положення по 

траєкторії, близькій до колової. 

 

 

ВИСНОВКИ 

 

Запропоновано методику досліджен-ня 

коливань буйково-заякореної системи 

загородження дозволяє визначити дина-

мічні і кінематичні характеристики 

поведінки таких систем під дією 

морського хвилювання. 

В результаті проведених досліджень 

можна зробити такі висновки: 

1) максимальні значення натягів в край-

ньому вертикальному буйрепі практично 

лінійно зростають з ростом періоду хвиль; в 

той же час у середньому вертикальному 

буйрепі при малих періодах хвиль макси-

мальні значення натягу  практично не зрос-

тають; 

Рис. 13. Траєкторія руху середнього буйка в 

площині x1Ox2 при Tw = 6,4c;= 60
о
 

Fig. 13. The buoys move in a plane x1Ox2 at  

Tw = 6,4c; = 60
о
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Рис. 12. Переміщення буйків в площині x1Ox2 

при Tw = 6,4c; = 90
о
 

Fig. 12. The buoys move in a plane x1Ox2 at 

Tw = 6,4c; = 90
о
 

Рис. 11. Залежність натягу від часу при =30
о
, Tw 

= 6,4c, біля буйків у вертикальних буй-

репах: крайній – 1; середній – 2; у гори-

зонтальних: крайній – 3; середній – 4. 

Fig. 11. The dependence of the tension of time at 

Tw=6,4c, =30
о
 near the buoys in vertical 

buoy lines: extreme – 1;medium – 2; in 

horizontal: extreme – 3; medium – 4 
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2) при зміні кута розповсюдження 

хвильового фронту до лінії заякоріння 

(при кутах менших 75º) максимальні натя-

ги в вертикальному буйрепі біля середньо-

го буйка суттєво не відрізняються за своїм 

характером та величинами і зростають 

при наближенні величини кута до 90º, а 

максимальні натяги в вертикальному буй-

репі біля крайнього буйка суттєво не від-

різняються при зміні кута, хоча і значно 

більші ніж біля середнього буйка; 

3) величини натягів у вертикальних 

буйрепах при крайніх буйках більше ніж в 

два рази перевищують значення величин 

натягів біля середніх буйків; 

4) величини натягів у горизонтальних 

буйрепах на порядок менші за натяги у вер-

тикальних, причому «розслаблення» в гори-

зонтальних буйрепах виникають практично 

при всіх періодах морського хвилювання. 

Такі «розслаблення» впливають на характер 

натягів у вертикальних буйрепах, виклика-

ючи в них вібрації; 

5) крайні буйки значно стягуються до 

центру системи (більше ніж на 30 метрів), в 

той час як в напрямі ходу хвиль буйки 

зміщуються лише на декілька метрів. 
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Summary. In this paper we propose a 

methodology and algorithms to study the 

oscillations buoy-moored barrier systems, which 

allows to determine the dynamic and kinematic 

characteristics of the behavior of such systems 

under the action of sea waves. 

Under the influence of unevenly distributed 

loads (currents, waves) buoy-moored barrier 

systems, which are used as a flexible biotech 

facilities for the cultivation of marine organisms 

and algae, restriction of oil spills, booms and the 

like, take a different configuration, and long-term 

effect of the variables of effort adversely affects 

their durability and reliability. In connection with 

this study the vibration of such structures is 

essential for designing and predicting the 

regularities of their behavior under the influence of 

various external disturbances. 

    Based on the classic approaches of 

oscillations of systems a system of equations of 

motion of such structures. Held detail the forces 

acting on the structural members. With the use of 

flexible elements approximations using splines is a 

nonlinear differential equation of second order 

dierential equations are reduced to nonlinear 

Cauchy problems on the time coordinate, which 

are solved numerically. 

In the specific example buoy-moored system, 

the numerical analysis of influence of parameters 

of sea waves (period, angle of crowding of the 

wave front) to the tightness at various points in the 

design and configuration of the system in space 

under the action of waves.  

Key words: oscillations, buoy line, sea waves, 

tension, tug. 
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