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АНОТАЦІЯ. Проведений всебічний динамічний аналіз та оптимізація режимів руху механізмів обер-
тання із застосуванням методу еквівалентних схем. 
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ня. 

 
АННОТАЦИЯ. Проведен всесторонний динамический анализ и оптимизация режимов движения ме-

ханизмов вращения при использовании метода эквивалентных схем. 
Ключевые слова: метод, эквивалентная схема, динамическая оптимизация, режим движения, меха-

низм вращения. 
 
SUMMARY. The comprehensive dynamic analysis and optimization of the modes of motion of mechanisms  

of rotation with the help of method of equivalent charts is conducted. 
Key words: method, equivalent chart, dynamic optimization, motion regime, mechanism of rotation. 
 
 
Постановка проблеми. 
У переважній більшості випадків кіне-

матична схема механізму або машини, яка 
представляє собою певну сукупність меха-
нізмів, виявляється надто складною, при-
зводить до не менш складного розрахунку, 
а у багатьох випадках робить його вико-
нання неможливим. Це примушує спрощу-
вати вихідні схеми шляхом виключення / 
усунення з них певного числа мас та лан-
цюгів, які їх з’єднують, скорочення числа 
сил, які навантажують даний об’єкт, і замі-
ни дійсних мас об’єкта деякими умовними 
(або приведеними) масами, зв’язаними між 
собою ланцюгами, які теж мають деяку 
умовну жорсткість. Отримані таким чином 
спрощені схеми зазвичай називають еквіва-
лентними, оскільки результати розрахунку 
по них повинні мало відрізнятись (або бути 
еквівалентними) від результатів, які могли 
бути отримані без прийнятих спрощень. 

Однак для того, щоб результати розра-
хунку за еквівалентною схемою мало відрі-
знялись від дійсних, необхідно, по-перше, 
вірно побудувати еквівалентну схему, у 
якої число врахованих мас об’єкта було від-
повідним необхідній точності розрахунку, і, 
по-друге, розрахувати значення приведених 
параметрів, виходячи з певних правил.  

 
 

 
Аналіз публікацій по темі дослідження. 

У роботах [1-10] проведений глибокий і 
всебічний аналіз режимів руху різноманіт-
них машин, зокрема, механізмів обертання 
методом еквівалентних схем. Проте авто-
рам даної роботи невідомі дослідження, у 
яких би проводилась оптимізація режимів 
руху вказаних механізмів  (пуску, гальму-
вання, різкого гальмування, стопоріння то-
що) за наявної еквівалентної схеми об’єкта 
вивчення. Саме останнє й складає зміст да-
ної роботи. 
Мета роботи полягає у встановленні ос-

новних закономірностей режимів руху ме-
ханізмів обертання, аналізі останніх на 
онові методу еквівалентних схем та їхніх 
оптимізації у процесах пуску/гальмування, 
різкого гальмування та стопоріння. 
Виклад основного змісту дослідження. 
На рис.1 подані еквівалентні схеми ме-

ханізмів обертання при їх пуску і гальму-
ванні, стопорінні, різкому гальмуванні. 

Зокрема, на рис.1,а показана еквівалент-
на схема механізму обертання при пуску і 
гальмуванні. Тут І1- приведений момент 
інерції приводу механізму, І2- момент інер-
ції поворотної частини машини (крана) ; 
Мр- приведений крутний момент приводу, 
який рівний Мнадл+Моп, де Моп- момент 
опору обертанню поворотної частини, 
Мнадл- надлишковий момент; 21 ϕϕ і - неза-



Моделювання робочих процесів машин 

 16

лежні переміщення мас приводу і поворот-
ної частини, обумовлені пружною дефор-
мацією елементів системи, яка обертається; 

11

••
Ι ϕ  та 22

••
Ι ϕ - моменти від сил інерції, 

прикладені до відповідних мас.  
Використовуючи принцип Даламбера, 

отримаємо наступні рівняння динаміки для 
даної системи:  
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де  С ′  - крутна  жорсткість. 
Отримана система рівнянь може бути зве-

дена до одного рівняння відносно 
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Кінцева залежність, що визначає динамі-
чний момент МF, діючий на обертальну  
частину системи: 
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2 ,      (3) 

а максимальне значення моменту при 
cosκ t=-1 набуває значення: 

оп
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Величиною 
21 II

M надл

+
=ε   визначається ку-

тове прискорення системи. 
Визначимо закон ( )tϕ , за якого викону-

ється критерій: 

( )
pt

2

0

t dt minφ ⇒∫ ,               (5) 

де pt  – тривалість перехідного процесу в 

системі (розгону). Використовуючи рів-
няння (2) можна встановити, що (5) транс-
формується як 
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
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Для (6) рівняння Ейлера-Пуассона набу-
ває вигляду 

 ϕ (IV)=0.              (7) 
За початкових умов 

,0/// 000 === =

•••

=

•
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==
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де Мнадл і Моп ввжаємо постійними величи-
нами, розв’язок (7) має вид: 
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1
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Отже, за такого закону ( )tϕ  на інтервалі 

часу t є [ ]pt,0  кут ϕ  приймаємо мінімальне 

значення.  
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Рис.1. Еквівалентна схема механізму обертання: а – при пуску і гальмуванні,  
б – при стопорінні; в – при різкому гальмуванні 
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Еквівалентні схеми різних систем для 
режимів пуску (розгону) і робочого гальму-
вання відрізняються лише напрямком мо-
ментів чи сил, прикладених до ведучого 
(гальмуючого) елемента системи. Виклю-
ченням є режими різкого гальмування та 
стопоріння, які супроводжуються ударом. 

Слід також зазначити наступне. За умови 

κ
π>pt ,                        (10) 

МFmax прийме своє найбільше значення у 
кінці розгону при t=tp : 
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яке буде меншим за MFmax з (7) на величину 

2 надл
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1 2

2I M
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2 І І
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+
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 

.  (12) 

Розглянемо далі процес робочого галь-
мування механізму обертання (рис.1, а), 
замінюючи у схемі вказаного рисунку ру-
шійний момент Mp гальмівним моментом 
Мг, спрямованим у сторону моменту опору 
Моп , і приймаючи кут скручення пружного 
ланцюга:   

( ) 2112
~ ϕϕϕϕϕ −=−−= .    (13) 

Диференціальні рівняння руху такої сис-
теми мають вид : 
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Після перетворень, аналогічних попере-
днім, отримаємо: 

( ) ( )/
2 11 2 1 2 2 1

2 2 1 оп

I I C I I

I M I M ,

φ φ φ φ
•• •• − + + − = 
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звідки: 

21
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I

M

I

M опг −=Ψ+Ψ
••

κ , 

12 ϕϕ −=Ψ .                            (16) 
Розв’язок  рівняння (16) без правої час-

тини має буде 

tCtC κκ cossin 210 +=Ψ .      (17)   

Частинний розв’язок A=Ψ
−−−

. Тоді 

0=Ψ
••
−−−

. 

Підставляючи значення 
−−−

Ψ  й 

••
−−−

Ψ  у рів-
няння (16), отримаємо 
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звідки 
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або після перетворень: 
( )

( ) /
21

/
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С

M

IIC
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+⋅
+⋅

=  .   (20) 

Загальний розв’язок рівняння (16) має 
вид: 

−−−
Ψ+Ψ=Ψ 0 ; 

або             ( )
( )

1 2

2 г оп оп

/ /
1 2

C sin t C cos t

I M M M

C I I C

κ κΨ = + +
+

+ −
⋅ +

 .     (21) 

Для початкових умов при t=0 
//СM оп=Ψ  для (21) отримаємо: 

( )
( ) ( )

/
21

/
2 cos1

С

M
t

IIC

MMI опопг −−⋅
+⋅
+⋅

=Ψ κ  .(22) 

Помножимо величину Ψ на кутову жор-
сткість /C пружного ланцюга , тоді знайде-
мо діюче на цей ланцюг динамічне наван-
таження: 

( )
( ) ( ) оп

опг

F Mt
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MMI
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= κcos1
21

2 .  (23) 

Максимальне значення моменту МF  має 
при cos 1−=tκ . При  цьому 

( )
оп

опг

F M
II

MMI
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+
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=
21

2
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2
 .  (24) 

Визначимо закон ( )tΨ , за якого викону-
ється критерій: 

( )
гt

2

0

t dt minΨ ⇒∫ ,               (25) 

де tг- тривалість процесу гальмування. 
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З рівняння (16) можна знайти ( )tΨ  і під-
ставити у критерій якості руху (25). Тоді  
матимемо: 

г
2t

опг

1 20

MM
dt min

I I

••  − −Ψ ⇒ 
 

∫ .    (26) 

Для (26) рівняння Ейлера-Пуассона на-
буває вигляду:  

( ) 0=Ψ IV .                (27) 
За початкових умов 
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розв’язок (27) має вид 
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При гt  >
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π

  максимальне динамічне на-

вантаження ланцюга складе 
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Еквівалентну схему для розрахунку ди-
намічних навантажень, які виникають при 
стопорінні механізмів, можна подати у ви-
гляді одномасової системи із закріпленим 
пружним ланцюгом (рис.1,б). Застосовую-
чи принцип Даламбера, неважко впевни-
тись, що рух такої системи описується ди-
ференціальним рівнянням: 

рMCI =+
••

ϕϕ /                  (31) 

або 

IM р /
__

2 =+
••

ϕκϕ ,               (32) 

де  IC //
__

2 =κ .   
Інтегруючи останнє рівняння для почат-

кових умов, при t=0, // CM р=ϕ ,  ωϕ =
•

, 

отримаємо: 

/

~~

~~
sin

C

M
t р+= κ

κ

ωϕ .            (33) 

Відповідне динамічне навантаження (мо-
мент від сил пружності) визначається як 

добуток пружної деформації ϕ механізму 

на його кутову жорсткість С / , тобто 

рF Mt
C

M +×=
~~

~~

/

sinκ
κ

ω
  

або  

   рF MtICM +×=
~~

/ sinκω .    (34) 

Максимальне динамічне навантаження у 
цьому випадку складе 

pF MICM += /
max ω  ,      (35) 

де І - сумарний приведений момент інерції 
всіх рухомих частин приводу, розміщених   
між двигуном і виконавчим органом;  
Мр -  момент, створений двигуном. 

Якщо у приводі встановлена запобіжна 
муфта, то при її спрацьовуванні розрахун-
кова залежність (35) залишається тією ж, 
але значення І при цьому дорівнює сумар-
ному приведеному моменту інерції тільки 
тих елементів приводу, які розміщенні між 
частиною (веденою) муфти та виконавчим 
органом механізму, а значення Мр дорівнює 
моменту, при якому муфта проковзує. 

Формули (34) , (35) можна також вико-
ристовувати для визначення динамічних 
навантажень у разі різкого гальмування ме-
ханізму. Для цього замість Мр слід підста-
вити статичний момент від сил опору (ван-
тажу), а при поступальному русі маси m0 
(рис.1,в) – статичну величину навантажен-
ня (вага Gо); у останньому випадку динамі-
чна сила F визначається за формулою  

O
O Gt

C
F +⋅= β

β
ϑ

sin ,          (36) 

де β= 00 / mС ;   ϑ  - швидкість підйому  

вантажу. 
Розглянемо оптимальний режим руху 

механізму (рис.1, б), за якого виконується 
критерій 

∫
∗

⇒
Pt

dt
0

2 minϕ ,                    (37) 

де tp
*- тривалість процесу стопоріння меха-

нізму обертання. Враховуючи (32), крите-
рій (37), можна подати таким чином: 

∫
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2
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Рівняння Ейлера-Пуассона для (38) буде 
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( ) 0=IVϕ .                    (39) 
Знайдемо його розв’язок за наступних 

початкових умов: 
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Тоді матимемо 
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M
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M
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Максимальне динамічне навантаження 
(момент від сил пружності) для закону руху 
(41) настає у момент часу *

ptt =  і складає: 

( )
MAX

* 2P
F P

2*
p p P

c M1
М M

2 I

t t M

κ

ω

′ = − ⋅ ⋅ 
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Далі наведений приклад динамічних 
розрахунків.  

Приклад. Вибрати двигун механізму 
підйому крана з електроприводом. 

Дані. Вантажопідйомність крана 
тQ 5,7=  (при цьому вантажопідйомна си-

ла Q′  складає 73500H ); маса рухомих час-
тин (вантажу), які  рухаються поступально, 
m =7500кг; швидкість підйому вантажу 

вантν =0,2м⁄с; передавальне число механіз-

му  i =60; кратність поліспаста na =4; зага-

льний ККД (з урахуванням ККД  поліспас-
та ) =η 0,8; радіус барабана лебідки 

=δR 200мм=0,2м; режим експлуатації кра-

на – середній (ПВ=25%). 
Порядок розрахунку наступний. 
Розв’язок. 1. Визначаємо необхідну ста-

тичну потужність двигуна: 

c

Q 73500 0,2
N

1000 1000 0,8

18,375кВт 18,4кВт .

ϑ
η

′ ⋅ ⋅= = =
⋅

= ≈
 

За каталогом електродвигунів обираємо 
трифазний двигун МТК-42-8, номінальна 
потужність якого кВтN н 5,19= ; частота 

обертання 
с

рад
хв

обng 85,69667 ==  ; 

8,2.. ==
Н

дп

п
М

М
К ; момент інерції ротора 

21 мкгІ рот ⋅= . 

Підбираємо для вала двигуна пружну 
з’єднувальну муфту із зовнішнім діаметром 

ммм 4,0400 = ; для неї момент інерції 
255,2 мкгІ м ⋅= . 

2. Знаходимо статичний момент опору, 
приведений до вала двигуна 

б
ст.д.

п

Q R 73500 0,2
М

і а 60 4 0,8

76,56Н м 77Н м .

η
′ ⋅ ⋅= = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ≈ ⋅

 

3. Визначаємо сумарний момент інер-
ції механізму і вантажу, приведений до ва-
ла двигуна: 

( )

( )

2
б

пр.д рот м 2 2
п

2

2 2

m R
І І І

і а

7500 0,2
1,2 1 2,55

60 4 0,8

4,26 0,0065 4,27Н м .

δ
η

⋅′ = ⋅ + + =
⋅ ⋅

⋅= ⋅ + + =
⋅ ⋅

= + ≈ ⋅

 

4. Розраховуємо надлишковий момент, 
приведений до вала двигуна,  

приймаючи ct p 1= : 

д

надл.д пр.д
p

0,105 n
М І

t

0,105 667
4,27 299Н м .

1

⋅′= ⋅ =

⋅= = ⋅
 

5. Визначаємо пусковий момент на ва-
лу двигуна 

п.д надл.д ст.дМ М М

299 77 376Н м .

= + =
= + = ⋅

 

6. Перевіряємо обраний двигун на пе-
ревантаження за повним пусковим момен-
том. Для цього знаходимо номінальний 
момент 

н
Н

д

9550 N 9550 19,5
М

n 667

279,2Н м 279Н м .

⋅ ⋅= = =

= ⋅ ≈ ⋅
 

При отриманому номінальному моменті 
коефіцієнт перевантаження для даного дви-

гуна 35,1347,1
279

376.. ≈===
н

дп

п
М

М
К , що є 

допустимим. 
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Висновки 
1. Встановлені основні закономірності ре-

жимів руху механізмів обертання та 
здійснена їх оптимізація, що дозволяє 
суттєво знизити динамічні навантажен-
ня у ланцюгах вказаних механізмів. 

2. Застосування методу еквівалентних 
схем до механізмів обертання при їх пу-
ску(гальмуванні),при стопорінні, при 
різкому гальмуванні дозволяє суттєво 
вдосконалити і уточнити існуючі інже-
нерні методи розрахунку подібних сис-
тем. Для кількох типових механізмів 
обертання машин (зокрема, вантажопід-
йомних кранів) проведені відповідні 
розрахунки. 
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