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Рівняння осесиметричних коливань циліндричних оболонок в теорії Кірхгофа-Лява та 

теорії типу Тимошенка вперше в науковій літературі представлені в операторній 
гамільтоновій формі по поздовжній координаті. 
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Розвитку теорії і методів розрахунку стержнів, пластин і оболонок 

належить провідне значення в прикладних задачах будівельної механіки. 
В монографії [4] вперше в світовій науковій літературі з механіки 
деформування твердих тіл було запропоновано перетворення рівнянь 
теорії пружності до гамільтонової форми по просторовій координаті. 
Подальшому розвитку цього підходу присвячені чисельні роботи, аналіз 
яких проведено в оглядах [10, 11] та інших публікаціях. В теоріях 
стержнів і пластин гамільтонів формалізм по просторових координатах 
розвинутий в роботах [2, 3, 5 – 9, 13]. В цій статті гамільтонів формалізм 
по поздовжній координаті вперше розвинуто в теорії оболонок. 
Розглядаються рівняння осесиметричних коливань циліндричних 
оболонок теорії Кірхгофа-Лява і типу Тимошенка. Показано яким чином 
їх можна представити у вигляді змішаних операторних гамільтонових 
систем. 

1. Теорія типу Тимошенка. Циліндричну оболонку товщиною h  
віднесемо до ортогональної системи координат 1 2, ,s zα = α  в її 

серединній поверхні радіусу R . В теорії типу Тимошенка коливань 
циліндричних оболонок при осесиметричній деформації тангенціальні 
зусилля 11N , 22N , згинальний момент 11M , перерізуюча сила zQ1 , 

тангенціальне переміщення ),(1 tsv , прогин ),( tsw  серединної поверхні, 

тимошенківська функція зсуву 1( , )s tψ  знаходяться з рівнянь коливань 
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при відповідних граничних і початкових умовах. В рівняннях (1.1), (1.2) 
ρ , E , ν , ( )13 23 2 1G G E= ≠ −ν  – густина, модуль Юнга, коефіцієнт 

Пуассона, модулі зсуву матеріалу, 2
1 / (1 )D I E= −ν  – згинальна жорсткість, 

2/(1 )B hE= −ν  і 55 13GB k hG=  – жорсткості при розтягуванні і зсуві, Gk  – 

коефіцієнт зсуву, h  – товщина оболонки, 3
1 /12I h= – момент інерції 

поперечного перерізу на одиницю довжини. 
Оскільки в перерізах consts =  величини 11M , w , 11N , 1ψ , zQ1 , 1v  

при досконалому механічному контакті залишаються неперервними, то 
рівняння (1.1) і (1.2) доцільно записати в операторній нормальній формі 
Коші відносно цих функцій по просторовій координаті s  
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Тангенціальне зусилля 22N , що не входить в систему (1.3), 

визначається за формулою  
2

22 11(1 ) wN B N
R

= −ν +ν                                   (1.4) 

через функції w , 11N  системи (1.3). 

Важливо наголосити, що коєфіцієнти системи (1.3), а значить і рівнянь 
(1.1) і (1.2), можуть бути довільними функціями координати s  з 
розривами першого роду. 

Покажемо тепер, що система (1.3) є операторною гамільтоновою 
системою [1, 2] по просторовій координаті s  
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З цією метою за “канонічні” змінні треба  взяти вектор-стовпці  

11 11( , , )col M w N=q ,  1 1 1( , , )zcol Q v= ψ −p ,                      (1.6) 

а операторну функцію Гамільтона вибрати у вигляді 
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де ненульові елементи операторних симетричних матриць ,ij ijP Q
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Неважко бачити, що система (1.5) з урахуванням (1.7) і (1.8) співпадає з 
системою (1.3), тобто система (1.3) є операторною гамільтоновою 
системою по просторовій координаті s . При виконанні операцій 

диференціювання елементи ,ij ijP Q
))
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, Q
)

 слід вважати 

“замороженими” (“ сталими”) величинами. 
2. Теорія Кірхгофа-Лява. Розглянемо теорію з засадничими гіпотезами 

Кірхгофа-Лява. Рівняння коливань і матеріальні залежності тепер будуть 
такі 
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На перерізах s const=  неперервними повинні бути значення 11M , w , 

11N , 1ϕ , 1zQ , 1v , які і приймемо за основні розвязуючі функції. 

Відповідним чином перетворимо систему (2.1)-(2.2) до вигляду 
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Тангенціальне зусилля  
2
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Якщо ввести “канонічні” змінні 11 11( , , )col M w N=q , 

1 1 1( , , )zcol Q v= ϕ −p , то система (2.3) також набуде вигляду операторної 

гамільтонової системи  
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де операторна функція Гамільтона 
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Таким чином, показано, що  система (2.4) з врахуванням (2.5) і (2.6) 
співпадає з системою (2.3), тобто система (2.3) є операторною 
гамільтоновою системою по просторовій координаті s . При виконанні 

операцій диференціювання елементи ijP
)
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)
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, Q
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 слід вважати 

“замороженими” (“ сталими”) величинами. 
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Уравнения осесимметричных колебаний цилиндрических оболочек в теории Кирхгофа-Лява 
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THE USE OF THE HAMILTONIAN FORMALISM IN THE THEORY OF VIBRATIONS 
OF CYLINDRICAL SHELLS 
The equations of axisymmetric vibrations of cylindrical shells in the theory of Kirchhoff-Love and 
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