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КОЛИВАННЯ СФЕРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ В ЦЕНТРАЛЬНОМУ 
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Отримані співвідношення, які описують коливання безмоментної сферичної оболонки, 
що рухається за круговою траєкторією в центральному силовому полі. 
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Розглянемо задачу про коливання безмоментної сферичної оболонки, 

що є частиною споруди, центр мас якої рухається за круговою траєкторі-
єю в центральному силовому полі. Вільні коливання споруди в площині 
руху її центру мас призводять до вимушених коливань оболонки, що збу-
джуються кінематично. Прийнято, що коливання оболонки не змінюють 
моменти інерції споруди і не впливають на її вільні коливання. 

Введемо наступні праві прямокутні системи координат: ОаХаYаZа – аб-
солютну систему координат з початком в центрі гравітації; ОХYZ – орбі-
тальну систему координат, вісь ОZ якої є продовженням радіуса-вектора 

( )o


, проведеного з гравітаційного центру Оа в центр мас споруди, а вісь 

ОХ лежить в площині, що проходить через радіус-вектор ( )o


 та вектор 
швидкості центру мас споруди. Будемо застосовувати також систему ко-
ординат Оxyz, осі якої направлені вздовж головних центральних осей інер-
ції споруди. У випадку стаціонарного руху споруди в центральному сило-
вому полі осі ОZ та Оz співпадають. Вимушені коливання в оболонці ви-
никають в результаті відхилення осі симетрії споруди Оz від осі ОZ на кут 
ψ. Введемо також криволінійну систему координат О1х1х2х3, пов’язану з 
недеформованою поверхнею оболонки. 

Визначимо навантаження, що діють на елементи сферичної оболонки 
у випадку, коли споруда здійснює вільні коливання відносно стану стаці-
онарного руху. Під час руху в центральному силовому полі на кожний 
елемент оболонки діє навантаження, що складається з гравітаційних та 
інерційних сил 

.g jq q q 
  

                                               (1) 
Вектор гравітаційного навантаження, що діє на одиничний елемент 

поверхні оболонки, визначається за формулою 
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*

2
γρ ,g hrq

r



                                             (2) 

де 0;fM  f  – гравітаційна стала; 0M  – маса гравітаційного центру;   

– щільність матеріалу оболонки; h – її товщина; *r


 – одиничний вектор, 
який визначається співвідношенням *;r r r 

  
 r


– радіус-вектор елемента 
оболонки в системі координат ОаХаYаZа; .r r


 

Складові гравітаційної сили, що діють в напрямі координатних ліній 
х1, х2, х3 криволінійної системи координат, мають такий вигляд [1, 2]: 

1 1 2 1 12
(0)( )

2(cos cos sin sin cos ) 1 ( cos )cos[{g
x

o

hq x x x R x e     


 

1 2sin cos sin ]}R x x  ; 

2 2 1 1 22
0( )

2sin sin 1 ( cos )cos sin cos sin ;[ ]{ }g
x

o

hq x R x e R x x     


 

3 1 2 12
( )

(sin cos sin cos cos ) 1{g
x

o

hq x x x   


 

1 1 2
(0)

2 ( cos )cos sin cos sin[ ]}R x e R x x   


,                   (3) 

де R – радіус кривизни оболонки; е – відстань між центром кривизни обо-
лонки і центром мас споруди. 

Вектор інерційного навантаження, діючого на елемент оболонки, ви-
значається за формулою 

,jq ha
 

                                                (4) 
де a


 – вектор абсолютного прискорення елемента оболонки, який є гео-

метричною сумою переносного ea


, відносного ra


 та коріолісова ca


 
при-

скорень 
e r ca a a a  

   
.                                            (5) 

Вектор переносного прискорення дорівнює 

0 ( )e
n na a r r   

   
,                                    (6) 

де 0a


– вектор прискорення центру мас споруди; 


 – вектор кутового 

прискорення системи координат Оxyz; 


 – вектор її кутової швидкості, 
який складається з векторів кутової швидкості руху центру мас за круго-
вою траєкторією 0


та кутової швидкості власного обертання 


 ; nr


– ра-

діус-вектор елемента оболонки в системі координат Оxyz. 
Складові вектора переносного прискорення в напрямі координатних 
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ліній х1, х2, х3  мають вигляд [1] 

    1

22
0 (0) 1 0 1 2 1 2sin cos sin cos cos cose

xa e R x R x x x x        
   

   2 2
0 (0) 1 2 1 0 1cos sin cos cos sin ;R x x e R x x          

   

    2

2 2
0 1 2 0 (0) 1 2sin cos sin cos sin ;e

xa R x x e R x x       


   

   3

2 2
0 1 2 1 0 (0) 1 2sin cos cos sin sin cose

xa R x x e R x x x         
   

  22
0 (0) 1 2 1 0 2cos sin cos cos cos .R x x e R x x        

          (7) 

Вектор відносного прискорення ra


 елемента оболонки визначається 
формулою 

ra U
  ,                                                     (8) 

де U


 – вектор переміщення елемента оболонки. 
Складові вектора відносного прискорення в напрямі координатних лі-

ній х1, х2, х3 дорівнюють 

1 2 3
; ; ,r r r

x x xa u a v a w                                             (9) 

де u, v, w – компоненти вектора переміщення U


 елемента оболонки. 
Коріолісово прискорення елемента оболонки визначається формулою 

2 ,c ra V 
 

                                             (10) 
де rV


 – вектор відносної швидкості елемента оболонки. 

Складові вектора коріолісова прискорення в напрямі координатних ліній 
х1, х2, х3 мають вигляд: 

  1 0 2 1 22 cos sin cos ;c
xa w x x x      

  2 0 1 1 22 cos sin sin ;c
xa w x u x x       

   3 0 1 2 22 cos sin cos .c
xa v x x u x                                (11) 

Проекції інерційного навантаження, що діє на елемент оболонки, в на-
прямі координатних ліній х1, х2, х3, з урахуванням (4), (7), (9), (11), мають 
вигляд: 

 
1

2 2
0 ( ) 1 0 1 2sin ( cos ) ( ) sin cosj

oxq h e R x R x x        
   

2 2
1 2 0 ( ) 1 2 1 0 1cos cos cos sin cos ( cos )( ) sinox x R x x e R x x            

   

  0 2 1 22 cos sin sin ;u w x v x x        

 
2

2 2
0 1 2 0 ( ) 1 2( ) sin cos sin ( cos ) sinj

oxq h R x x e R x x           
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  0 1 1 22( ) cos sin sin ;v w x u x x        


3

2 2
0 1 2 1 0 ( ) 1 2( ) sin cos ( cos ) sin sin cosj

oxq h R x x e R x x x        
   

2 2
0 ( ) 1 2 1 0 2cos sin cos ( cos ) ( ) coso R x x e R x x           

   

 0 1 2 22( ) cos sin cos .w v x x u x                               (12) 
Підставивши в (1) вирази для гравітаційного (3) та інерційного (12) 

навантажень, з урахуванням умови 3 2
( )/ o o    рівноваги гравітаційних та 

інерційних навантажень в центрі мас споруди, отримуємо складові векто-
ра повного навантаження, що діє на елемент оболонки вздовж координат-
них ліній х1, х2, х3: 

1
2
0 1 1 2 1 22 ( cos )cos sin cos sin (cos cos sin[ ]xq h R x e R x x x x       

2
1 1 0 1 2 1 2sin cos ) ( cos ) ( ) sin cos cos cos[ ]x e R x R x x x x          

2
1 2 1 0 1sin cos ( cos )( ) sin[ ]R x x e R x x u           

 0 2 1 22 ( )( cos sin sin ) ;w x v x x       

 2
2

1 0 1 2 2( cos ) ( ) sin cos sinxq h e R x R x x x        

 2
0 1 1 2 22 ( cos )cos sin cos sin sin sinR x e R x x x       

 0 1 1 22 ( )( cos sin )sin ;v w x u x x        

 3
2

1 0 1 2 1 2( cos ) ( ) sin cos sin cosxq h e R x R x x x x        

 2
0 1 2 1 12 sin cos sin cos cos ( cos )cosx x x R x e       

  2
1 2 1 2 0 1 2sin cos sin sin cos ( ) ( cos ) cosR x x R x x e R x x           

   0 1 2 22 cos sin cos .w v x x u x                               (13) 

Диференціальні рівняння руху безмоментної сферичної оболонки ма-
ють вигляд [1, 3] 

1

2

11 12
12 2

2 1 2

12 22
22 11 2

2 1 2

1 2

1

ctg 0,sin

( )ctg 0,sin

x

x

N N N x Rqx x x
N N N N x Rqx x x

 
   

 
 

    
 

 

311 22 0,xN N Rq                                            (14) 
де N11, N22, N12 – зусилля в серединній поверхні оболонки, які визнача-
ються наступними формулами:  
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11 11 22 22 22 11 12 122 2 2 11 1
( ); ( ); ,( )

Eh Eh EhN N N       
 

    (15) 

де ε11, ε22, ε12 – компоненти тензора деформацій, які виражаються через 
складові вектора переміщень елемента оболонки u, v, w вздовж координа-
тних ліній х1, х2, х3 таким чином:  

11 2 22
2 1 2

1 1 1ctg ; ;sin
u x w wR x x R x

                 
 

12 2
2 2 1

1 1ctg ;sin
u u xR x x x

        
                            (16) 

Е – модуль пружності матеріалу оболонки;   – коефіцієнт Пуассона. 
Система диференціальних рівнянь, що описують коливання безмомен-

тної сферичної оболонки в центральному силовому полі, з урахуванням 
виразів (13) – (16), має вигляд: 

2 2

12 2 2
1 1 1 2 11

11
21

( ) ctgsin( )
E u w v uxx x x x xR x

             
 


2

2 21
1 0 12 2

1 2 1 2

13
2 2

ctg ( ctg ) 2 ( cos )cossin sin
x v ux u R x ex x x x

            
 

  1 2 1 2 1 1sin cos sin cos cos sin sin cos ( cos )R x x x x x e R x        

 2
0 1 2 1 2 1 2( ) sin cos cos cos sin cosR x x x x R x x        

    2
1 0 1 0 2 1 2cos ( ) sin 2 cos sin sin 0,e R x x u w x v x x            

     

2 2 2

12 2 2 2 2
1 1 2 11 1 2

1 1 1ctg2sin 2(1 ) sin
E u v vx vx x x xR x x x

                   
 

 
2

1 1
12

1 2 1 2 1

1ctg (1 )(1 2cos )3 cos2 sin sin 2sin
x xu w v e R xx x x x x

            
  

  2 2
0 1 2 2 0 1( ) sin cos sin 2 cos cosR x x x R x e        

   1 2 2 0 1 1 2sin cos sin sin sin 2 cos sin sin 0,R x x x v w x u x x             

 
2

12 2 2
1 1 2 1

1 1ctg 1 1sin(1 )
E u v wv u x wx x x RR x

                       
 

  
2

1 12 2
1 1 2 11 2

1 1 1ctg 1 1 ctgsin sin
u v w wv u x w xx x x R xx x

                         
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  2
1 0 1 2 1 2cos ( ) sin cos sin cose R x R x x x x         

   2
0 1 2 1 12 sin cos sin cos cos cos cosx x x R x e       

    2
1 2 1 2 0 1 2sin cos sin sin cos ( cos ) cosR x x R x x e R x x           

  0 1 2 22 cos sin cos 0.w v x x u x                              (17) 
Інтегруючи рівняння (17), можна визначати геометричні параметри та 

амплітуди вільних коливань споруди, при яких сферична оболонка, що 
рухається за круговою траєкторією в центральному силовому полі, збері-
гає задану форму. 
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Лизунов П.П. 
КОЛЕБАНИЯ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ В ЦЕНТРАЛЬНОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ 

Получены соотношения, описывающие колебания безмоментной сферической оболоч-
ки, движущейся по круговой траектории в центральном силовом поле. 

Ключевые слова: гравитационная нагрузка, стационарное движение, центр масс, свобо-
дные колебания. 
 
 
Lizunov P. 
OSCILLATIONS SPHERICAL SHELL IN THE CENTRAL FORCE FIELD 

These ratios, which describe the oscillations moment free spherical shell that moves on a cir-
cular path in a central force field. 

Key words: gravity load, steady motion, center of mass, free vibrations. 


